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El contenido de este cuaderno es un es-
tudio elemental de los sistemas de repre-
sentacidn de los numeros racionales.
Insiste nuevamente, en forma indirecta,
en la diferencia entre nimero y numeral.
Hace un resumen de las propiedades mas
importantes de los nimeros racionales
comparindolos con las de los nimeros
enteros. Estudia el concepto de fraccidn,
par ordenado, clase de equivalencia, etcé-
tera, También estudia los numerales de-
cimales periédicos y no peridédicos y su
relaciéon con los racionales.

Este cuaderno es uno de la serie de ocho,
escrita para maestros de ensefianza ele-
mental y media, y alumnos de este lti-
mo ciclo. Cada cuaderno comprende la
exposicién de un tema basico de mate-
maticas, Estos temas se hallan entre los
que el maestro necesita dominar para
tener una comprension mas cabal de la
matematica.

L.os temas escogidos son especialmente
importantes para aquellos maestros
que .consideran que las experiencias de
aprendizaje transmitidas a los nifios del
ciclo elemental deberian empezar por el
desarrollo de algunos conceptos uniftea-
dores béasicos en matematicas, v para
los alumnos de nivel medio y' superior
que deseen comprender mas a fondo los
conceptos basicos de la matematica tra-
tados en cada uno de estos cuadernos.
Es el deseo de los autores y del NCTM
(National Council of Teachers of Mathe-
matics) que esta serie de cuadernos
pueda auxiliar tanto a los maestros en
su catedra, como a los alumnos en su
aprendizaje.

Los titulos de los cuaderncs de esta co-
leccion son: 1. Conjuntos. 2. Numeros
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Prefacio

Este cuaderno es uno de la serie de ocho, escrita para maestros de en-
sefianza elemental mas bien que para los alumnos. Cada cuaderno com-
prende la exposicidon de un tema basico de matemadticas. Estos temas se
hallan entre los que el maestro de ensefianza elemental necesita dominar
para tener una comprensidon mas cabal de la matemdtica que usualmente
se ensefia en la escuela de ese grado. Cada cuaderno es la introduccién a
un tema, ne un tratado exhaustivo. El lector interesado debe estudiar el
tema con mayor profundidad en otras obras.

Los temas escogidos son especiaimente importantes para aquellos maes-
tros que creen que las experiencias de aprendizaje, trasmitidas a los nifios
en los primeros afnos de la escucla, deberian empezar por el desarrollo de
algunos conceptos unificadores bésicos en mateméiticas, Muchos profesores
han encontrado que su educacién profesional no los prepara para ensefiar
aritmética de modo congruente con este punto de vista. Es el deseo de los
autores y del NCTM (National Council of Teachers of Matematics} que
esta serie de cuadernos pueda ser una ayuda para estos profesores, asi como
para otros que también estin intercsados en mejorar su instruccidn.

Los titulos de los cuadernos de esta seric son:

Cuaderno 1. Conjuntos

Cuaderno 2. Nudmeros enteros

Cuaderno 3. Sistemas de numeracion para los nimeros enteros
Cuaderno 4. Adlgoritmos de las operaciones con niimeros enteros
Cuaderno 5. Nimeros y sus factores

Cuaderno 6. Ndmeros racionales

Cuaderno 7. Sistemas de numeracidn para los numeros racionales
Cuaderno 8. Proposiciones numéricas

Aconsejamos que, si es posible, los cuadernos sean leidos en el orden
numérico correspondiente, con excepciéon del octavo (Proposiciones numé-
ricas), que puede apartarse del orden citado.
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En el cuaderno 6, Némeros racionales, investigamos y desarroilameos
nuestra nocién intuitiva de lo que son los numeros racionales y estudiamos
el significado y las propiedades bésicas de las operaciones con estos na-
a
b
son nameros enteros con b =% (0, como simbolos para los nameros racionales.

Para los nGmeros racionales y también para los enteros, se han dado
diferentes sistemas de simbolos. Esto es en parte resultado del desarrollo
histérico de nuestro tiempo y nuestra nocién de néimero. Sin embargo, esto
es asunto de conveniencia; un sistema de numeracién es mas sugestive y
atil para un propésito y otro sistema es preferible para distinto objeto,

En este cuademo investigamos varios sistemas de numeracién de los
nimeros racionales, destacando algunas de las ventajas que se obtienen de
las diferentes representaciones.

meros, A este propésito, empleamos fracciones de la forma — donde a y &

Ng’meros racionales

Empezaremes con un breve examen de las propicdades del sistema
de niimeros racionales. Para esto tendremos que usar, desde luego, algin
sistema de numeracién; esto es, algin tipo de simbolos que representen
a los niimeros racionales. Emplearemos fracciones tales como o y 2 puesto

:
que sOn convenientes para este proposito.

Supongamos que ¢n un conjunto de nameros, al dividirse nimeros ente-
ros entre st —pero no el cero— se obtiene un nimero para cociente, en-
tonces estamos postulando la existencia del conjunto de los niimeros racio-
naies. Para ser mas precisos, estamos suponiendo la existencia del conjunto
de los nhmeros racionales no negativos, y puesto que no deseamos tratar

9



10 SISTEMAS DE NUMERACION PARA LOS NUMEROS RACIONALES

con nimeros negativos en este cuaderno, acordaremos que a menos que se
indique otra cosa, ninguno de los nimeros que se traten aqui serd negativo.
Supongamos que siempre podemos dividir nimeros entercs entre otros

3 7 0
enteros distintos de cero, tenemos ahora niimeros tales como 50379 asi
COmMO NUmeros racionales que pueden identificarse con los niimeros enteros

160
4
de los niumeros enteros como un subconjunto de los nhmeros racicnales.

¢De qué manera o modos difieren los nimeros racionales de los ni-
meros enteros en su comportamiento respecto a las operaciones conocidas
de adicién y multiplicacién? Para responder a esta pregunta, transformeé-
mosla, primero, viendo las cosas en que no difieren:

va conocidos: —- (4) ; 3 {6) y — (25). Puede considerarse al conjunto

1. Tanto el sistema de ntuneros racionales como el de nimeros enteros son
cerrados respecto a la adicién y a la multiplicacién. Esto es, Ja suma
o el producto de dos nimeros racionales cualesquiera es un nimero

racional, asi como la suma y el producto de dos nameros enteros es un
namero entero.

2. La adicién y la multiplicacién son operaciones conmutativas en el sis-
tema de los nimeros racionales, asi como en el sistema de los nameros
enteros. El orden en que se colocan los sumandos en la suma de dos
nitmeros racionales {también de dos ntuneros entercs), o el orden en el
que se colocan los factores del producto de dos nilimeros racionales
(o también de dos niimeros enteros) no altera Ia suma o ¢l producto.

Por ejemplo, ; 3 es igual a3+§ asi como 2+3= 3+2.

3. La suma y la multiplicacién son operaciones asociativas, tanto cn el
sistema de los nameros racionales como en el sistema de los niimeros
enteros. Los sumandos en una suma o los factores en un producto
pueden, en ambos casos, agruparse como se desee. Por ejemplo,

e Lo B

375
puede interpretarse como

2 1\.3

(3+§) 7

¢ COmo

2, (1.3
'3"+(§+z)r



NUMEROS RACIONALES 1)

en donde los paréntesis indican los nimeros cuya suma debe efectuarse
primero; el resultado final es €l mismo en ambos casos. Desde luego,
esto también es verdadero en cuanto a los nitmeros enteros, por ejemplo:
24-3+7 puede interpretarse como (2+3)+7 & como 24 (3+7).

> P AN 0 T AL B . -
También, (EXE)XZ'§X(§XZ) v 2563 W =2 3BT,

4. La multiplicacién es distributiva sobre la adicién en ambos sistemas.

Entonces,
S5
5 X (g + )

expresa el mismo nimero que

1.2 ) I
(35)+(23)
asi como 2% (3+5) es igual a (2X3) 4 (2X5).

5. Ambos sistemas tienen elemento aditivo idéntice. Un clemento aditive
idéntico es simplemente un elemento en un sistema numérico, que es
“neutral” como sumando en la suma. En el sistema de los ntmeros
racionales 0 desempena ese oficio, asi como también lo desempefia en el
sistema de los naimeros enteros. Entonces,

Lo &
2 R
asi como
84+0=8.

6. Ambos sistemas tienen elementos muléiplicativos idénticos. Un elemento
multiplicativo idéntico es un elemento “neutral” como factor en el pro-
ducto. El nimero uno desempenia ese oficio tanto en el sistema de los
nimeros racionales como en el sistema de los ndmeros enteros. Por

ejemplo,
..2. X 1= E
’ 3 3
asi como
IxX1=5

Es evidente que el sistema de los niimeros racionales y el sistema de los
numeros enteros tiene varias propiedades fundamentales en comin. Real-
mente, sélo hay una forma béasica en la que difieren: cada elemento dife-
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rente de cero del conjunto de los nimeros racionales tiene un multiplicativo
inverso o reciproco, como se le llama algunas veces. Un multiplicativo in-
verso & para un numero dado ¢ es un nimero tal que el producto de los
dos nuameros a y b es el elemento multiplicativo idéntico. Por ejemplo, el

- ' - - - 4 .
multiplicativo inverso del namero racional —, porque ;- es el nimero racional

3
% % =1. Observe que la existencia de un reciproce por cada elemento

(excepto Q) en el sistema de los ntimeros racionales es una caracteristica
que no tiene el sistema de los ndmeros enteros. Por ejemplo, no hay ni-
mero entero que multiplicado per 3 su producto sea 1. Esto es, no hay
niimero entero n tal que 3Xn=1.

Las propicdades de los nlimeros racionales que se discutieron anterior-
mente son fundamentales en el sentido en que rigen todas las operaciones
con nimeros racionales y, en consecuencia —tal vez més importante desde
el punto de vista del maestro de ensefianza elemental— todas las opera-
ciones que ejecutamos con las fracciones y otros simbolos que expresan
estos nimeros,

De paso, hagamos un breve comentario sobre los nttmeros negativos.
Observamos que tanto el sistema de los ndimeros enteros como el sistema de
los nlimeros racionales, tienen un elemento aditivo idéntico (0) y un ele-
mento multiplicativo idéntico (1). El muitiplicativo inverso b para un
nimero dado a es un nGmero tal que el producto de los dos nlmeros ¢s el
elemento idéntico para la multiplicacién axb=1. Entonces, por analogia
el aditivo universo de un nimero dado ¢ debe ser un nGmero tal que ia
suma de los dos niimeros sea el elemento idéntico de la adicion: ¢+ d=0.
El sistema de los nimeros racionales {no negativos) puede considerarse
como una extensién del sistema de los nimeros enteros * (no negativos)
a un sistema en el que cada nimero {diferente de cero) tiene un multipli-
cativo inverso. En la misma forma, el sistema de los enteros

* Recuerde que en inglés se tienen dos vocablos diferentes para clasificar el
conjunto completo de los enteros

fiemny —8,—2, =40, 24 35 o0}
al que le llaman infegers, y al conjunto de Ios enteros no negativos
10: 1 26 3 wand}

al que le llaman wheole numbers, Como no tenemos dos vocablos para estos con-
juntos, cuande haya necesidad de distinguirlos los llamaremos simplemente enieros.
al primero, y al segundo enteros no negativos; desde luego, debe tomarse en cuenta
que en e¢sta serie de cuadernos se maneja en general el segundo conjunto, y por
motivos pricticos se les llama unicamente nimeros enteros. [N. del T.]
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es la extension del sistema de los enteros (no negativos) a un sistema en
el que cada nGmero tiene un aditivo inverso, y de mancra semejante el sis-
terma completo de los nimeros racionales es una extension del sistema de
Jos nlimeros racionales no negativos. En este cuaderno estamos interesados
tnicamente en el sistema de los niimeros racionales no negativos.

Los numeros y_Sus exgresiones

Un mimero racional, asi como un numero entero, es una abstraccién.
Podemos manejar los nlmeros racionales asignidndoles simbolos, tal como
lo hacemos con los nimeros enteros. Sin embargo, hay una mayor variedad
de expresiones y simbolos para representar a los ndmeros racionales que
los que se tienen para representar a los nimeros enteros. También al
estudiar los nimeros racionales y sus propiedades, estamos casi tan inte-
resados en las propiedades de los simbolos como en los niimeros mismos.

Entre las diversas representaciones de los niimeros racionales que se
emplean actualmente, tenemos las siguientes:

1. Fracciones, tales como -g—, -;—, y 22—3
2. Pares ordenados tales como (2, 3), (1, 7), y (15, 6);
3. Numerales mixtos, tales como li, 23 —é, Yy 4%;

4. Numerales decimales, tales como 0.217, 0.333 y 5.5.

Cada una de estas formas de numeracién tiene algunos aspectos Ttiles,
y ciertas aplicaciones especificas en las que es mas propia que cualquiera

de las otras. Examinemos cada una de estas formas de simbolismo con
mas detalle.

Frggcioggs

. -3 ; ;
El simbolo % que se emplea para expresar el nimero racional tres quin-
tos, es ejemplo de una fraccion. El nimero entero representado en la
parte superior de la fraccién se llama numerador de la fraccién, y el na-

mero natural representado en la parte inferior se llama denominador de
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la fraccién. Observe que la fraccion se define aqui como un simbolo
(numeral), mientras que el numerador y el denominador se definen como
nitmeros. Esto se debe a que deseamos efectuar operaciones que implican
numeradores y denominadores y nuestras operaciones se definen en relacién
a los nimeros y no en relacién a los simbolos. Realmente el uso de la
palabra “fraccidn” se reduciriy al minimo, puesto que estamos interesados
en trabajar con nimeros racionales representados por las fracciones, en
lugar de trabajar con la fraccién misma.

Conceptualmente, las fracciones con nimeros enteros como numera-
dores y con nmumeros enteros, diferentes de cero, como denominadores,
pueden interpretarse como expresiones de cocientes de ntimeros enteros
(vea el cuaderno 6: Nimeros racionales). De acuerdo con esto, “numera-
dor” y “dividendo” son sinénimos; y también lo son “denominador” vy
“divisor’. Entonces E es ¢l nGmero racional representativo del cociente

5

obtenido cuando 3 se divide entre 5. Ademads, si los niimeros racionales
se definen como cocientes de nimeros enteros, entonces el conjunto de los
nameros enteros viene a ser un subconjunto propio del conjunte de los ni-
meros racionales. Esto es cierto, puesto que para cualquier numero entero
a, el cociente que se obticne cuando a se divide entre 1 es @ y por tanto
todo niimero entero puede considerarse como el cociente de dos niimeros
enteros. De hecho, todo niimero entero es un cociente de dos ntmeros en-
teros, que se puede expresar mediante un namero infinito de formas,
puesto que

2ok 00 o8
T ""'2: 0 —2; g =2, 4 '—23

S 8 » 8 "
y asi, sucesivamente, las fracciones , ¥ 7 expresan todas el mismo

nizmero, el nimero entero 2.

En general, es preferible emplear fraccionés como simbolos de los ni-
meros racionales, cuando estos ntumeros se toman como coctentes de numeros
enteros.

La figura 1 muestra un eje numérico con varias expresiones de algunos
ntimeros racionales indicados en él. En esta figura, los simbolos asociados
con €l mismo punto son expresiones del mismo nimero.

El criterio que nos permite identificar fracciones que expresen un mismo
nimero racional, es el siguiente.*

#* Para una discusion mas amplia de las propiedades de los nlmeros racionales
emplecades en términos de fracciones, ver el cuaderno 6: Ntdmeros racionales,



FRACCIONES 15

s

f‘:'
?

K-
P r—t s AN L AA Ha
L—u—m—mu—m—ﬁw—uﬁ;—-e{

A 4

>

Ficura 1

S1 a, b, ¢ y d son nimeros
enteros y & y d son diferentes
de ccro, entonces:

4| R
SO LY

siy solo s, axd=5Xe.

Entonces ;; =£ puesto que 12X42=28x18. Observe que esta prueba

depende de que, por ejemplo,

12 4212 18 18%x28
28 42x28 Y 32T ;@xom
De manera mis general: g es menor que, igual g, © mayor que-s- siempre

que aXd sea menor que, igual a, o mayor que bXc.

Crupo de ejercicios 1

I. Exprese cudl es la propiedad ejemplificada en cada una de las siguientes
proposiciones verdaderas,
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PROPOSICION ProPTEDAD

-

+
el Qv | G2

o o~ ) -

1l

li
QO =X ~J|Co O =t
X

i

|- O W
X

ICD e

e
Pt

p——, 0 =1 >

3 5\,5 3. (5.5

2. Complete los siguientes enunciados:

6
a) Los niimeros racionales representados por - y %pueden expresarse

7
. ] . . 6
mediante fracciones que tengan el mismo denominador 5 = ¥

8

—
ws o

b) Empleando las fracciones de iguales denominadores del ejercicio
2 a), podemos expresar que <

¢) Empleando sélo los numeradores de las fracciones del ejercicio 2 b)
podemos asegurar que <

d) Esto significa que para probar si es verdad que g < z-;-, o no, es sufi-
b’

ciente probar si es 0 no verdad que <

3. Complete los siguientes enunciados.

. : 3 . 4
a) Los nimeros racionales representados por = y = pueden expresarse

Rl
mediante fracciones que tengan el mismo denominador, gz ¥
2
7

b) Empleando las fracciones de iguales denominadores del ejercicio
3 a}, podemos asegurar que >
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¢} Empleando sdlo los numeradores de las fracciones del ejercicio 3 b)

podemos asegurar que > g o o
d) Esto significa que para probar si es verdad que §>7, 0 no, es sufi-
ciente prchar si €s 0 no verdad que >

4. Las fracciones —

6§ ° 15
X = X

representan el mismo nimero racional porque

5. Llene los espaciocs con el signo adecuado =, >, o <, de tal manera
que se obtengan enunciados verdaderos; y aplique para probarlos el
“método de producto en cruz”’ que se empled en los ejercicios 2, 3 y 4.

2 3 5 3 5 15
a) 3 4 °) T 7 e) 5 6
4 12 7 i1 8 5
) g—3 d 3 5 ) 13 17

ﬁg;gg ordenados

Un segundo medio para representar numercs racionales se tiene a partir
de la nocibn de ‘par ordenado de nimeros enteros. Un par ordenado de
numeros enteros es, simplemente, un par de nimeros enteros para los que
el orden en el que se consideran los numeros es de importancia, Los pares
ordenados se expresan por representaciones tales como (2, 3), donde el
paréntesis y la coma indican que los niimeros se consideran en determinado
orden, primero 2 y después 3 en este caso. Los nimeros que aparecen en
un par ordenado se llaman componentes del par. En el par ordenado
(2, 3), 2 es la prnmera compenente, y 3 la segunda.

Los matematicos suelen definir un nGmero racional mediante pares
ordenados de nimeros enteros, en que ningln par ordenado tiene el cero
como segunda componente. Desde este punto de vista, el nimero racional
simbolizado por la fraccidn % puede también expresarse mediante el par
ordenado (3, 5). La primera componente del par ordenado correspon-
de al numerador de la fraccién, y la segunda componente corresponde
al denominador, Como se trata de una abstraccién conviene interpretar
de algin modo a esos pares de la misma forma que se siguié para la
representacién de los ntmeros por fracciones. Por ejemplo (3, 5) puede

Cuaderns de Matemidticas No. 7 — 2
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interpretarse en los siguientes términos: “Tres de cinco paries congruen-
tes de un todo” o como “el cociente que se obtiene cuando 3 se divide
entre 5 o de alguna otra manera similar,

Asi como muchas fracciones expresan a un mismo ntmero racional,
muchos pares ordenados también corresponden a un mismo nimero racio-
nal. Podemos definir la igualdad de dos pares ordenados (representativos
de un mismo numero racional) de manera andloga a la de Jas fracciones.

Por ejemplo, tenemos g =g, porque 2 X 9=3x6. De igual modo, en tér-
minos de pares ordenados tenemos (2, 3)=(6, 9), porque 2X9=3X6b;
esto es, los productos de la primera componente de cada par por la

segunda componente del otro, son iguales. Lo anterior podemos expre-
sarlo como sigue:

Sia, b, ¢, y d son nlmeros enteros vy,
ademés, si ni b ni 4 son 0, entonces

(@, b) = (¢, d)
51, vy solo si, axXd=bxec.

Estos productos pueden representarse esquemdaticamente por un diagrama

como el de la figura 2, donde las lineas unen los factores de cada uno
de los productos.

X
(a,8) = (¢, )
X
Fioura 2

Ahora, si queremos saber si el enunciado (3, 21) = (9, 56) es verdadero
o no lo es, efectuamos las operaciones 3 X536 y 21X9 para comprobar st
los productos resuitantes son iguales o no; como 3x56=168, y 21 Xx9=189,
el enunciado es falso.

En general, (a, b) es menor que, igual a, 0 mayor que (¢, d) si aXd
es menor que igual a, © mayor que & Xe.

El cuadro I muestra las operaciones de adicidn, sustraccidn, multiphi-
cacidén y divisidn con algunos ejemplos especificos en los que los ndmeros
racicnales que se emplean estin representados por fracciones y también
por pares ordenados.
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Cuapro 1
O}'{"{ G- Fracciones Pares ordenados
cion
1.3 143 4 ‘ |
b | FtEEEEE (LD (3,1 =(143,7) =(4,7)
13 7_13-7_6 B _
- | epEae= (18, 17) ~ (7, 17) = (137, 17) = (6, 17)
; 1.3 95 9 |1 3)4(35)=(515)+(9,15) = (14, 15
3 3-5-15-!-1,._15(:)']'(,) (: )+(: ) (: )
_ | 8_2_2¢4 14 10 (8,7)—(2,3)=(24,21) - (14,21) = (10, 21)
7 3721 21 21
5 3,2.3X2_8 |(3,5)%(2, 7) =(3x2, 5%7)=(6, 35)
577 B5x7 35
i 3.2.3xX7_21 1(3,5)+(2,7)=(3%x7,5%2) =(21, 10)
g 577 5%x2 10
Cuapro II
Fracciones Pares ordenados
8_2%XC (b, ec40)| (a,b)=(axc, bxe) (b, ¢ 5 0)
b bXxc
SHE=1T  (b5£0) | (a,b) +(c,b) =(a++c,b) (b 0)
%_gzagc (b>40) | (a,b) —(¢,b)=(a=c,b) (b =0}
a c_{axd)+(bXc)
3FTaTT Tbxd (a,b) + (¢, d) =[(axd) + (bxc), bxdl
(b, d 5 0) (b, d 5 0)
a ¢ _(axd)—(bXc)
b d bxd (a,b) — (¢, d)=[(axd) —(bxe},bxd]

(b, d=%0) (b, d 5= 0)
%ng;:::; (b, d 4 0) (@,b) X (e, dy={axec, bxd (b, d=40)
g6 .c_¢. .0_oxd
b 'd b ¢ bxc (0, 5) = (o, dt=1a,b) x 1d,ecr=(axd,bXc)

(b, ¢, d #0) (b, ¢, d 5<0)
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Para comparar de manera mas general las dos formas de representa-
cién de los nimeros racionales ver el cuadro II en el que se enlistan,
en ambas formas, algunas propiedades béasicas. En todos los cases, a, b, ¢
y d, representan nimeros enteros,

En general, es preferible emplear pares ordenados como simbolos para

los numeros racionales, cuando investigamos la estructura algebraica for-
mal de este sistema.

Grupo de ejercicios 2

1. Los ntmeros racionales del cuadro III estin representados por frac-
ciones. Represéntelos por pares odenados.

2. Si queremos comprobar la realidad del enunciado (5, 12) = (4, 11),
efectuamos las operaciones (5% 11} y (12x4) que nos indicara si son
iguales o no, mediante {racciones exprese los nimeros racionales indi-
cados por (5, 12} y (4, 11) y emplee esas fracciones para cscribir una
ecuacién o una inecuacion verdadera.

3. Exprese con fracciones los ndmeros racionales representados por pares
ordenados en el cuadro IV y ejecute las operaciones bisicas indicadas,
empleando fracciones,

Cuapro IIT

Fracciones Pares ordenados

- ——

31

WO

e B

-] Raw)

Ol

oo] RO
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Cuapro IV

Pares ordenados Fracciones

(2: 7) it (3: 7) = (2+3& 7) — (5: 7)

(3,4) — (2,3) = (9—8, 12) = (1, 12)

(6,5) X (1,7) = (6x1,5%7) = (6, 35)

(3,4) = (5, 11) = (3 11,4 X5) = (33, 20)

Niumeros racionales como clases de eguivalencia

Antes de fijarnos en otra forma de representacién de los nimeros ra-
cionales, hagamos una exposicién un poco més profunda de la definicidn
de un namero racional mediante el empléo de pares ordenados, una expo-
sicién basada en los conceptos de Ia teorfa de conjuntos. {Para una discusién
de los conceptos de la teoria de conjuntos y la notacién empleada aqui,
ver el cuaderno 1: Conjuntos.)

Definamos primero lo que se entiende por pares ordenados equivalentes:

El par ordenado (a, b), b=s=0, es equivalente al par ordenado
(e, d) d=5£0, 5z, 9 sdlo si, axd=bXc.

Entonces (2, 3) es equivalente a (6, 9) porque 2X9=3x6. Observe

que ésta es la misma condicién que se impuso antes para la igualdad de

nameros racionales representados por pares ordenados. Sin embargo, ahora

queremos llamar a (2, 3) y (6, 9) pares ordenados equivalentes.
Después, considérese el conjunto de pares ordemados

(1, 2), (2,4), (3, 6), (4 8), ...}

en que los tres puntos dentro de Jas llaves indican que la lista de pares
ordenados contintia indefinidamente. Observe que cada uno de los pa-
res ordenados de este conjunto es equivalente a cualquier otro par orde-
nado del mismo conjunto. Por tanto, (1, 2) es equivalente a (3, 6) porque
I1X6=2X3; (1, 2) es equivalente a (4, 8) porque 1X8=2x4; (2, 4) es
equivalente a (3, 6) porque 2X6=4X3, y asi sucesivamente. A este tipo
de conjuntos de pares ordenados equivalentes se le llama clase de equi-
valencia. Otra clase de equivalencia es
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{(3, 4}, (6, 8), {9, 12}, (12, 16), ...},
y otra es
{(7,:8); (14:6), (21,'9), (28, 12); « .}.

Ademas, observe que la segunda componente de un par ordenado es
una clase de equivalencia, nunca €s cero. ‘
Ahora podemos definir los niimeros racionales de la siguiente mancra:

Un nidmero racional es una clase de equivalencia de pares
ordenados de numeros enteros.

¢Parece esto muy abstracto? Entonces, interprétese el problema de
esta manera: El conjunto de todos los pares ordenados de nimeros ente-
ros, cuya segunda componente no sea igual a cero, pucde distribuirse en
clases. Imaginese una banda en movimiento, que enfrente de una persona
se detiene mientras transporta pares ordenados {a, ) de nlmeros cnteros,
en que b= 0. Al pasar cada par ordenado enfrente de la persona (liame-
mosla “‘acomodador”) ésta los inspecciona y distribuye en el lugar que le
corresponde en una caja, ocupando un determinade hueco. La figura 3
ilustra esa operacién. Desde luego, la analogia que intentamos aqui no
es completa, porque tendria que haber un niimero infinito de huecos en
la caja y, adem4s, la banda no dejaria jamds de producir pares ordena-
dos, pero conceptualmente esto describe la separacidon del conjunto de
todos los pares ordenados de nitmeros enteros, con la segunda componente
diferente de cero, en subconjuntos diferentes y separados. Cada uno de
estos huecos de la caja corresponde a una clase de equivalencia, y el
acomodador determina el que sea apropiado para colocar un par orde-
do que se dé, observando los pares ordenados a los que es equivalente. El
contenido de cada hueco es lo que hemos definido como nimero racional.

Cualquier miembro (par ordenado) de una clase de equivalencia (ni-
mero ractonal) puede usarse para simbolizar a dicha clase. Por ejemplo,
se puede simbolizar al nimero racional que contiene a {1, 2), empleando
(1, 2), (2, 4), (3, 6) o cualquicr otro par ordenado de esa clase. Un
enunciado tal como es

(1, 2) = (6; 12)

es simplemente la afirmacién de que “(1, 2)” y “{(6, 12)” simbolizan al
mismo namero racional.

Esta forma de definir el nimero racional como una clase de equiva-
lencia de pares ordenados no altera ninguna de Ias consideraciones que hi-
<imos antes, acerca de las opéraciones con ndmeros racionales, sino que
simplemente da un significado maés preciso del término “nimero racional™.
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e

Ficura 3

En realidad, no hay razén por la que los pares ordenados de una clase
de equivalencia no puedan escribirse en forma fraccionana. Entonces

k& o 8 }
P e e

simboliza la misma clase de equivalencia que

{(1, 2), (2, 4), (3, 6), (4, 8), ...}
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Hlpgalesanizos

Loos mimeros racionales estin ordenados. Esto es, entre dos nimeros
racionales cualesquiera, diferentes entre si, siempre puede decirse que uno
es menor que €l otro (ver el cuaderno 6: Nameros racionales). Enton-
ces, podemos dividir al conjunto de los nlmeros racionales en dos
conjuntos disjuntos, uno, que contenga los nimeros racionales menores que
uno, y otro, que contenga a los nimeros racionales mayores o iguales a uno,
La figura 4 muestra estos subconjuntos representados en el eje numérico.

0 i 2 3
W W
Numeros ractonales Numeros racionales
MENnCres que uno mayores o tguales a uno

Ficura 4 "

Podemos distinguir entre las fracciones (o pares ordenados) que sim-
bolizan a niimeros racionales menores que uno; y las fracciones que simbo-
lizan a naimeros racionales mayores o iguales a uno, observando si el
numerador (o primera componente) es menor, igual o mayor que el deno-
minador (o segunda componente). Una fraccidn que tenga numerador
menor que su denominador, representa a un nimero racional menor que
uno. A este tipo de fracciones se les llamaba antiguamente fraceciones pro-
pias; sin embargo, esta frase empicza a caer en desuso. Una fraccién cuyo
numerador seca mayor que, o igual a su denominador, simboliza a un
numero racional mayor que, o igual a uno, respectivamente; a estas frac-
ciones se les llamaba fracciones impropias,

Todo nimero racional que se simboliza por una fraccién en la gue cl
numerador es mayor o igual al denominador es un nimero entero o
un nimero que puede expresarse como la suma de un nimero entero
y un numero racional menor que uno. Por ejemplo,

28 27 1 1

33 tg=tty

108 105 3 . 3

5-18 T3~ t15
y

13 7 6 . .6

g g
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son todos ejemplos de nimeros racionales simbolizados por dichas sumas;
mientras que

24 19 24
B gl ¥ g

son ejemplos de fracciones que representan nameros enteros. Desde luego,
asi como hay un ndmero infinito de fracciones que simbolizan a un ndmero
racional dado, mayor que uno, también hay un nimero infinito de formas

T : 1
para expresar las sumas que estamos discutiendo. Por ejemplo 4+ 3 tam-

¢ =5 2 3 2 ;
bién puede escribirse como 4+ & 4+ g ¥ @si sucesivamente.

; . 10 .
Un nimero racional mayor que 2, como —-, puede interpretarse de

3

muchas maneras como la suma de unp nimero entero y un nimero racional,

Por ejemplo ]—0: no solo podemos escribirlo 3+ 1, 3+ & o cualquier

5 3 6’
4 7

otra forma de esta expresién, también podemos escribirla 2+73- 61+ 3
o cualquier otra variante de estas expresiones. En cualquier problema de
aplicacién practica, las sumas de este tipo generalmente se abrevian es-

cribiendo tnicamente los sumandos uno junto al otro y omitiendo el

: ‘ g 1 . s 1
signo de operacion. Entonces, 3+~?—’ se acostumbra escribirlo como 3-§, 2+%

7

se puede expresar como 2;; y 14 - como lz. A los simbolos tales como

3 3
I .4 7
3-3-, 273*)! I—se les llama numerales mixtos y son expresiones de nameros

3
racionales mayores que uno.

Un problema comin que confrontamos al operar con n(imeros racio-
nales mayores que uno consiste en tratar de obtener una fraccién equi-
valente (o sea, expresar al mismo ntmero racional que) un numeral mixto
dado, o a la inversa, obtener un numeral mixto equivalente a una fraccién
dada, que simbolice a un nimero racional mayor que uno. Considere

el namero racional simbolizado por el numeral mixto 41. Por definicidén

6

o - 1
esta es una notacién abreviada del numeral 44—, Puesto que otra expre-

6

. 4 i o
sibn de cuatro es g-ﬁ-* podemos escribir
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Ll %!
6~ 6 6
_20,
=%
25 : h 1 ; 25
y por tanto & c¥presa el mismo niimero que 4 6 A la inversa 5 puede
escribirse como la suma de %i— % ; y podemos invertir los pasos anteriores
para obtener 4 é Sin embargo, si deseamos podemos escribir
23 18 . 7 12:. 13 ; |
=~ s R ol 4 s B Bl
g como 5 6 o 5 “t= 5 © también 5 %+ 6?
v obteniendo los numerales mixtos correspondientes tenemos
7 13 19
7 e YV 1@
respectivamente, todos son equivalentes a 4% En la practica, la expresion

mas simple para un numeral mixto es aquella en la que el numeral se
compone de la expresién del nimero entero méas grande posible como

una parte y una fraccidon que en su forma méas simple (menor que la

; 1 ;
unidad, desde luego) como la otra parte, Por tanto, 4 i la expresién

mas simple para el namero racional que simboliza; otras expresiones son

32, 2-1-2, IE, o 4‘--2—.

60 6 6 12
No obstante, en fos algoritmos de la adicidon y de la sustraccion que se
emplean con numerales mixtos es frecuente cncontrar otras expresiones
diferentes de la expresion mas simple, y en algunos casos es preferible
emplearlas. Por ejemplo, tratar de obtener otra expresion del ndmero

8% —53 ¢l numeral 8—;: puede reemplazarse por el numeral mixto equiva-

3>
4 "
lente 7 3° de aqui tenemos
A 2
75*53 es igual a 23.

Por seleccién podemos saber cudl es el numeral mixto que deba em-
plearse en un problema determinado, y esta seleccidn en general se basa
en la conveniencia. Esto es, debe emplearse el numeral mas adecuado
para el problema. Es conveniente evitar el empleo de numerales mixtos,

‘"
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excepto en casos raros; por ejemplo, cuando estamos trabajando con expre-
siones en las que intervienen productos y cocientes, ya que para estas
expresiones las fracciones facilitan mejores y méas simples medios de traba-
jar con ellas.

En general, es preferible emplear los numerales mixtos como simbolos

de ntimeros racionales cuando empleamos estos nlmeros para expresar

: 7 ; - 1
magnitudes fisicas, como en 23 6 centimetros, 451(1105, 3 Zhoras, y otras

semejantes.
Grupo de ejercicios 3

1. Escriba tres fracciones mas, o pares ordenados, en cada una de las si-
guientes clases de equivalencia.

E) {(2) 3)! (4} 6)1 ) w— § e | N '}
b) {(3,5), {6,10}, , , p oo o)

b 10 '
of{% B )
") | R ——

2. Empleando tres formas diferentes exprese cada uno de los siguientes
nimeros como la suma de un ndmero entero y un niimero racional.

a) 4% como

b) ﬁxgcomo : :
¢) 3 como , :

3. Obtenga el numeral mixto més simple, que exprese a cada uno de los
nitmeros racionales representados por

11 22 D 20 40 i3
a) “3_: 61Y23 C) '_7_1;1_1}'1':}-
b) 22 3"7': y 212

% B 5
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m“"oneﬁ basicas decimales

Una fracciéon que tenga por denominador a una potencia de 10, como
E L o
10° 70+ ° 10°” ,
Se recordard que 10°=1. Algunos ejemplos de fracciones basicas son.

15 3 71 3 173 512
17 10° 100" 100" 7 10 000

por ejemplo puede llamarse, por brevedad fraccidn bdsica.

El sistema de numeracién de base diez, que se desarrollé para simbolizar
a los nimeros enteros (ver cuaderno 3: Sistemas de numeracién para
los ndmeros enteros) puede extenderse para establecer simbolos adecuados
para los numeros racionales expresados por las fracciones bésicas. (Real-
mente, este sistema puede extenderse mas, de tal manera que se encuentren
simbolos convenientes para todos los nimeros racionales, pero fijémonos
primero s6lo en aquellos representados por las fracciones basicas.)

Recuerde que “437” es un simbolo abreviado que expresa la suma de
400+30+7, en la que cada uno de los sumandos es el producto de un
nimero del conjunto de los digitos

(0, 1,234,567 8, 9)
y una potencia de diez. Por lo que 40043047 puede escribirse como
(4% 100) 4+ (3x10) 4+ (7x 1), & (4x10%) 4 (3x10%) 4 (7107,

Las potencias de 10 que se emplean en esta notacidon se llaman valores
posicionales de las posiciones ocupadas por los digitos 4, 3 y 7. Parece

natural, por esto, extender esta notacidn para incluir sumas como las si-
guientes

4 3 7
107 100t 1000’

en donde cada sumando es el producto de un namero del conjunto de los
digitos
{0, 1, 2, 3, 4 5 6 7, 8 9}

y el reciproco de una potencia de diez. Entonces, podemos escribir la suma
4 3 7 L) (axph)+(7x k)
10100 TTe00 M0 ® (4" 10*)*(3"102 X102 )-

S1 ademas estamos de acuerdo en que puede abreviarse esta suma mediante

el simbolo *“437”, tendriamos exactamente una contraparte de la notacién
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que desarrollamos para los ntimeros enteros, asignando, esta vez, valores
i 1 1
10° 100° ¥ 1000
respectivamente. Desde luego que no podemos emplear el numeral “437
para expresar tanto a

posicionales a las pOSiCiOHES Ocupadas pOI’ c¢4n: ugn y ccyu

(4x10%) +(3x10*) + (7x10% vy (4><]—L—,)+(3><-i%)+(7><-1—163),
sin crear confusiéon.®* Por lo que, para indicar si deseamos expresar los
valores posicionales como potencias de diez 0 como reciprocos de las
potencias de diez, empleamos un punto (llamado ‘punio decimal) para
separarlos, Todas las posiciones ocupadas por digitos que se encuentren
a la derecha del punto tienen como valor posicional el reciproco de las
potencias de diez. Entonces, “437" significara

(4 10%) + (3 x10) + (7 x 10},

mientras que 0.437 significard

| 1 1
(4)‘('.1—0"1' +(3 Xib'g)-l-(?)(“i"ﬁg).

Por otro lado, los numerales mixtos en que la expresién de racional son

fracciones basicas pueden expresarse en forma ventajosa por ¢sas potencias.
: 9 o 9 3%
Por ejemplo: 17 10 puede escribirse como 17 + 0 Y esto puede escribirse
r 9 /

17.9, porque segin hemos acordado 10 puede expresarse como 0.9; y ademas
nuestro sistema tiene como parte de su estructura una suposicién en lo que
respecta a la adicion de maltiplos consecutivos de las potencias de diez.
(Observe que hemos escrito 0.9 en vez de .9 para asegurarnos de que el
punto decimal no pasara inadvertido.} Entonces:

10!
Desde luego que no todas las fracciones basicas tienen como numerado-
res unicamente a los elementos del conjunto

17.9=(1x10") + (7x10°)+(9x : ) .

* Vale la pena observar que esto es exactamente lo gque hacian log antiguos
babilonios en: el sistema de numeracidn que empleaban, aunque usaban el 60

como base. Entonces, el simbolo babilonio V se empted como 60, 1, & 613’ asi como

otras potencias de 60, y el que examine sus escritos, tiene que interpretar la intencidn
valiéndose del contexto. Ignoramos hasta qué grado confundian esto los babilonios.
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{0,1,2, 8, 45, 6,78, 9}

# . - vy F A 27 - !
Considere la siguiente fraccién bésica 105 Las consideraciones que hemaos

hecho con respecto a la notacién desarrollada, como en

1, o) 1
(4Xi‘6~{)+(3 ;(W)'i‘(?x 108

1 1 1
(4x—]-ﬁ)+(3 XW))+(7X 1000

se han tomado s6lo seg(in el caso en el que en cada producto uno de los
factores se exprese mediante numerales de un digito (el otro factor es una
potencia de diez, o sca el valor posicional de la posicién). Esto significa

o su equivalente,

que no podemos escribir directamente (27)( -—1-) porque “27” contiene

100
%2 : i, Ok 20, &
dos d : el g
os digitos. Sin embargo, es claro que podemos escribir 186 °™° 755 100
20 ! 2 5 : 5
Y que o5 es equivalente a 0 (que es otro simholo para el mismo numero
: 27 | . s
al i = i -
racional}, asi que 106 es equivalente a T o+ 00" Entonces, por defimcién
20 2 17
10010 100 — 47
Como siguiente ejemplo considéresc la fraccién %’5’ que €8 equivalente
ﬂ"-'-1’- / O sea ] + A Esta expresiéon pued ibirse asi:
7006+ 1066 06 T Tooo expresiéon puede escribirse asi:

1 i I
(OXE)+(3XT0-—0)+(7XW).

Observe que no hay un sumando que sea multiplo de —llﬁ en la expresion

1 1 : =
(3)( 1—0"6)+ (7>< m), PEro ya que por las propiedades de nuestro sis-

tema de numeracién debemos incluir un numeral cuye valor posicional sea

TIO_’ incluimos a 0 -1-15 como sumando. Entonces

1 1 1
(OXE)+(3XW)+(7X1000)
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es equivalente a 0.037. De manera similar puede demostrarse que la fraceién

327 5 : ‘ 432 389
7000 es equivalente al numeral decimal .327, 3000 a 00432 y 27 ———

1000
a 27.389.
Veamos nuevamente los ejercicios del parrafo anterior y observemos, por
ejemplo, que:

En la fraccién -1%% hay dos ceros en el numeral del denomi-

nador y que en el numeral decimal (.27 hay dos digitos a la
derecha del punto decimal.

432

10000 hay cuatro ceros en ¢l numeral del de-
nominador y que en el numeral decimal 0.0432 hay cuatro
digitos a la derecha del punto decimal.

En la fraccidon

En todo caso, el nimero de ceros que tiene el numeral del denominador
de la fraccién bisica es el mismo que el nimero de digitos que hay a
la derecha del punto decimal, en el numeral decimal.

Las fracciones bésicas que representan niimeros mayores que uno, pero
que no son enteros, son equivalentes a numerales decimales que tienen
parte entera y parte fraccionaria. Por ejemplo:

2857 _ 2300 57
100 _ 100 ' 100

57
z23+m

= 23.57.

A la inversa, para un numeral decimal {inito dado, también es posible
encontrar una fraccidén bésica equivalente. Por “finito” se entiende que el nu-
meral decimal tiene un digito, diferente de cero, que pone término al
numeral, Por ejemplo, el numeral decimal 0.333 .. ., no es un numeral {finito
ya que vemos que el digito 3 se repite periddicamente sin fin. 81 un numeral
decimal es finito puede obtenerse directamente su correspondiente frac-
cién basica,

237 812 379

- 0.237 = WO.OSIL—.: 0660 ¥ 3.70= T00°
o 327 s
Se justifica el hecho de expresar 0.237 como Tooo® Porque al escribir

0.237 en la forma desarrollada, tenemos
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1 1 1
(2Xm)+(3><m)+(7§\<m):

ue es equivalente a
2 1 9 3 7

10 7100 T000-

Empleando el procedimiento usual para expresar sumas como estas, las
primeras dos fracciones pueden reemplazarse con fracciones equivalentes
cuyo denominador sca 1000, por lo que tenemos

200 30 , 7
1000 T 1000 T 1000’

de lo que obtenemos
2004+-30+7 , 237
i000 *° 1000

En general no emplearemos este proceso, pero en realidad cualquier nu-
meral decimal finito que represente a un nimero racional menor que uno
puede escribirse directamente como una fraccién bésica, Para esto emplea-
mos la sigulente regla: la fraccién tendri como numerador al namero
entero simbolizado por los digitos del numeral decimal (por ejemplo, 237
para el numeral 0.0237, 54 para €l numeral 0.0054, o 3 para 0.3) y tendra
como denominador a la potencia de diez que corresponda al valor posicional
de la posicién que ocupe el {il{imo digito del numera] decimal (por ejemplo,
10 000 para el numeral 0.0237, 10 000 para 0.0054 y 10 para 0.3). Entonces,

. 72 72
0.72 es equivalente a Tk 6?)'5’

y 302 302
0.0302 es equivalente a oV 0 5¢a T57550°

: 4 4
y 0.00004 es equivalente a T ° %2 150000

; . . , . 16
La equivalencia entre las fracciones basicas (tales como —-) y los nu-

100
merales decimales (tales como 0.16) nos proporcionan una guia para leer
numerales decimales que corresponden a niimeros racionales menores que
uno, Las palabras “décimos”, “centésimos”, “milésimos™, etc., s¢ asignan a
los valores posicionales correspondientes v para leer numerales decimales,
solo necesitamos ver cudl es su ultimo digito, que en general es diferente de

cero, aunque puede ser cero. Entonces se lee a 0,023 como “veintitrés milé-
1

1 000

simos” ; porque el Gltimo digito tiene como valor posicional -
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Algunas veces, por una razén o por otra, los numerales decimales se
escriben terminados en uno o InAs ceros, en estos casos los ceros deben
incluirse al leer el numeral. En el cjemplo anterior puede escribirse el
numeral 0.0230 en lugar de 0.023, y en este caso se lee “doscientos treinta
diezmilésimos” en lugar de “veintitrés milésimos” aunque es evidente que
ambos numerales representan ¢l mismo nimero racional. La figura 3 mues-
tra el nombre que le corresponde a los valores posicionales de varias posi-
ciones que estin a la derecha del punto decimal, en un numeral decimal.

. 4 £ 9% 4 5 6 7 8 95

o “ o N i, e
£ & 3 E R ..g. @ ™ é
2 2.2 & N E S N E B
5 8 & g g 8 3 8 B E
oz e ‘ (TN b a':n'-; fr—
0, «» (O fhis, bl i Reesti 0
"2 3 FEES S 8
[— w B E {'D\ ﬁs 8
= d & ! 7 & m
2 7R 5 H =
*

Fioura 5

En general, se prefiere emplear numerales decimales como
stmbolos de niimeros ractonales en trabajos cientificos, o en los
casos que sea necesario, o que se especifique.

Frgccianes egugva!entes a las fracciones bg’g"cgs

Existe otra clase de fracciones que, aunque a primera vista no parecen
fracciones béasicas, son equivalentes a dichas fracciones, esto es, fracciones
que tengan como denominador una potencia de 10. Existen fracciones cuyos
denominadores contiencn como factores sélo dos nGmeros, que son 2 y 5,
Algunos ejemplos son

| 3 7 11 ! 113 211

2 5 20 40 50 807 7 160°
Ademas,

7 .
— ¢s equivalente a =, O sea :
o0 - 2X2KD 2% 5’

* Recuérdese que en los Estados Unidos y Francia a la cantidad 1 000 000 000
{mil millones) la llaman bil'én, mientras que nosotros la llamamos millar de
mijidn o simplemente mil millones, v en consccuencia, milmillonésimos y no bilio-
nésimos; es la 9* posicién a la derecha del punto decimal. [N. del T.]

Cuaderno de Malemdticas No, 7 — 3
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I S |
I%2x2x5 ° % x5

1 1
50 oI55 O % o

19 es equivalente a 13 0 sea --11*
go = 4 IX2XIKIKS’ 55 5

2“ es equivalente a 211 O sea <11
To0 = IX2IN2RIN2XE O oEE

Siempre podemos obtener fracciones basicas cquivalentes a tales fracciones,
con sélo multiplicar el numerador y el denominador de la fraccién por un
factor adecuado, ya sea 2 6 5, tomado el nimero adecuado de veces para
que el denominador sea una potencia de diez.

Para esto, recordemos que si se multiplica por un mismo namero natural
tanto el numerador como el denominador de una fraccién dada, el resultado
serd una fraccién equivalente a la fraccidn dada. TPor ejemplo:

3. Bxo> 15 I Ix2: 2 9o 22 10

— T ——————.  S— i — — — P — -—.—__-—_

~08 BT Oxd - a T BTBK2T 16

’r . g R 1
Ahora si, ya podemos obtener una fraccién basica equivalente a —, basta

I1 b
20 equivalente a

es equivalente a

con multiplicar tanto al numerador como al denominador, por 5 para

. : 5 : ,
obtener la fraccién equivalente o Si deseamos obtener una fraccion basica

11
equivalente a —, procedamos

40
1 R 11 11
30 2X2IX2X%D 23V5’

y observemos ¢cémo en el denominador 2 se halla tres veces como factor,
en cambio 3 aparece como factor tnicamente una vez. Por tanto, multi-
11
29%D

que ¢s una fraccién basica. ¥Hemos, por decirlo asi,

1l
XD
denominador 2°X 3% que es 10° § 1000, Realmente debemos observar que
st el namero es una potencia de 10, debe contener a 2 como factor ¢l mismo
nitmero de veces que a 5 también como factor. Para obtener la fraccion

plicando el numerador y el denominador de

11.3¢25 — 275
2855525 1 000

“Introducido” dos factores 5 en el denominador de

por 5%, 6 25, obtenemos

para obtener el

basica equivalente a —, por ejemplo, observamos que

30
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[T
0. 23¢5%
por lo gue es necesario en este caso introducir a 2 como factor adicional,

ya que el resultado del denominador serd 223X 5% 6 100. Por tanto, mul-

tiplicamos por 2 el numerador y el denominador de g para obtener

50’
1¢2

2 ' e
0 sea —— que es una fraccidén bésica.

50x2° 100
Obtengamos, como Ultimo ejemplo de este proceso, una fraccidén bisica
equivalente a :3_?) El denominador puede escribirse en forma factorizada

como 2*X5 y como se ve, es necesario que J esté tres veces como factor

para que s¢ tenga una potencia de diez. Entonces, muitiplicamos al nu-

merador y al denominador n:lc-}—3 por 5°® y obtenemnos

80

13x 5% _13x125
80x 5% 80x%x125

1625

10 000°
Puesto que las fracciones cuyos denominadores son productos de las po-

tencias de 2 y de 5 son equivalentes a las fracciones basicas, entonces
pueden expresarse como numerales decimales. Por ejemplo, vemos gue

que es equivalente a

1 ; . i
— es equivalente a =, asi que podemos escribir

2 {03
1 5.
oA V1
de igual modo
11_ 275 _
0 1000 ~ 047
1 2
507 100 =0.02,
y

13 _ 1625 _ (695
80~ 10,000

A la inversa, todo numeral decimal finito ¢s eguivalente a una fraccién
cuyo denominador contiene como factores potencias de 2 y de 5 solamente;
y tal fraccién puede obtenerse de cada numeral, escribiendo, de esta forma,
¢l numeral como fraccién bésica. Por ejemplo:
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176 _ 176 _24x11 2x11 _ 22
1000 282x 5% 23x58~ 5% 125

0.176=

96 2% 1

100 2¢x 5t 22

p—
—

i
0.20= %

Grupo de ejercicios 4

1. Empleando exponentes, exprese con notacién desarrollada cada uno de
los siguientes nimeros.

: 1 1 :
Ejemplos: 0.327:(3)(-1—0-; +(2X‘E§ ‘5‘(7)(36‘:{)
a) 247 ¢) 80.1089

b) 165.036 d)y 0.807

2. Obtenga Ia fraccién bésica que corresponda a cada uno de los siguientes
numerales decimales finitos.

ay 0.417 ¢) 0.06 e) 14.12
b) 3.208 d) 8.005 f) 10.075

3. Obtenga los numerales decimales correspondientes a los niimeros repre-
sentados por cada una dec las siguientes fracciones basicas.

169 24 105
%) Tov ) i o

203 7 19
®) 1ot 9 10° P 105

4. Exprese a los siguientes nimeros como producto de factores primos.
a} 40 ¢) 160 e) 20
&) 80 d) 800 f) 50

J. Exprese los siguientes niimeros como fracciones bésicas si es posible, y
después como numerales decimales.
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Ejemplo:
T T
407 2XxX2X%X2XD
17
T 9A%h
g 5%
"23><5X52
_AXa"
28 h®
175
~ 1000
=0.175
3 9 13
d) 5‘6 C) E 8) 2—0
13 11 7
5) %o d) %5 f) 126

Numerales decimales divisio

El algoritmo de la divisién que empleamos para obtener cocientes de
nGimeros enteros (ver cuademo 4: Algoritmos de las operaciones con ni-
meros énteros) puede emplearse también para obtencr numerales decimales
que expresen néimeros racionales equivalentes a fracciones bésicas, esto es,
fracciones cuyo denominador sea una potencia de 10. Para darnos cuenta
de ia forma como puede hacerse, recordemos que todo nimerc racional
puede considerarse como €l cociente de dos niimeros enteros, o sea la frac-
o
b
divide entre el nGmero entero, diferente de cero, . El algoritmo de la divi-
sion se emplea para obtener otro simbolo de tales cocientes. Por ejemplo,

85

otra expresién de = puede obtenerse de la siguiente manera:

cién — expresa el cociente que se obtiene cuando el numero entero a se

)]
o
ol&“&l“"ﬁ‘;l:
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donde: “17° es €l simbolo deseado. Si aplicamos nuevamente €l mismo pro-

ceso a 83-7 obtenemos

P
-3

Co G
ol & glo »

donde tenemos como residuo 2 y por tanto

87 2
T

87 _85 2 2
ecufrde que 3 z +5_17+5

En numeracién decimal expresamos 17 § como 17.4.

Consideremos zahora el problema de obtener el numeral decimal que

corresponde a una fraccién, por ejemplo, a -2- Esta vez al emplear el algo-

ritmo de 8 ) 3 nos damos cuenta de que no podemos obtener ninguna infor-
macién Gtil al tratar de seguir el procedimiento. Esto es, tenemos que

o

8)

wl o w

y el algoritmo no nos dice nada puesto que 0+ %, es g O sea la fraccion
original. Sin embargo, es muy conveniente observar que, para el niimero
3 600 3 : ;

g que es exactamente 1 000 veces —, al aplicar el algoritmo

racional
tenemos

375
8y 3000
2
60
56
40
40

—

0
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Esto es,—S—%O—O“SE Pero sabemos que 2%00 es 1000 veces el nimero
racional %, asi que 375 es 1000 veces el resultado de m Entonces, s1 divi-

dimos 375 entre 1000, el resultado debe ser %, esto es

579
1 000

Podemos comprobar este resultado ohservando que 375X 8=3 x1 000. Pero

13330 pucde expresarse como numeral decimal 0.375. Entonces, hemos em-
' 3

pleado el algoritmo para obtener el resultado 3 =(.373, considerando

2
3"

3000
5 = =375.

3

Nota. Empleando fracciones, 5=gX % 1

1000_ 1
& ( 1000)

3 1000) “ 1

> OO!OJ QOIOJ

871 J*1000

3000 1
=g~ 1000
B q

=71 % 1000

Puede seguirse este procedimiento si notamos que

375
8 ) 3000

es un enunciado que indica que

3000 _ o0

8
y si dividimos ambos micmbros entre 1 000 obtenemos

.?L%Q-Lom

al emplear el algoritmo correspondiente tenemos que

0.375
8 13.000
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Analizando el algoritmo desde el principio, podemos observar con detatle
el procedimiento, para esto comenzames por

8 ) 3.000,
y continuando el procedimiento

0.375

8) 3.000,
2 4
60
56
40
40)
]

pero al tomarse en cuenta el punto

3 000

8 J
decimal de 3.000, y al incluirse un punto decimal en 0.375, el proceso pudo
aplicarse a 8 ) 3

cn donde el algoritmo se aplica a

- ; ; 13
De igual modo, para obtener el numeral decimal equivalente a —-

80
13%300 y dividir el resultado

podemos emplear el algoritmo para encontrar
entr¢ 10 000, o también, proceder directamente.

0.1625
80 ) 13.0000
80
500
4 80
200
169
400
400

Observemos que en este ejemplo, en lugar de considerar 1 000 veces el
IE, to consideramos 10 000 veces, esto es 200 00
80 3 80
podemos saber, en cada caso, cudl es la potencia de diez que debemos em-
plear como factor? La respuesta la encontramos al aplicar el algoritmo
como se aplicé anteriormente y éste nos lo indicari; sélo necesitamos con-
tinuar su aplicacion hasta obtener cero como residuo (desde luego, en caso
de divisién exacta).

Por ejemplo, considérese el problema de obtener un ntmero decimal

namero racional . ¢Coémo

equivalente a % Podemos principiar el algoritmo como sigue:
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40 ) 19.0
y continuamos de la siguiente manera
0.4

40 ) 19.0
160
30
Puesto que el residuo es diferente de cero, en lugar de 19.0 emplearemos
19.00, otra expresién para el mismo nimero, repitamos el proceso:

0.47

40 y 19.00°
16 0

300

280

20

Como el residuo no es cero atn, reemplazaremos a 19.00 por su equivalente
19.000; tenemos 0.475

40 ) 19.000
160
3 00
2 80
200
200,

0

19

Concluimos que 7o =0.475. Desde Iuego en este caso se aplicd el algoritmo

r P4 s 9 v .
de los nimeros enteros al niimero racional — multiplicado por 1 000, esto

40
19000 , ; ; , \
20 s6lo que se conservd el punto decimal en 19.000 y se incluyd un

punto decimal precediendo a los digitos en el numeral cociente. Ademas,
no es necesario reemplazar 19.0 por 19.00 y luego por 19.000, como se hizo;
basta con agregar ceros a la derecha de 19.0.

También puede adaptarse este procedimiento a cocientes tales como

es,

51-31, en los que el denominador no es un nimero entero, sino un nimero
decimal. En tal caso, procedemos como sigue
19 1900
0.04 4

y continuamos el proceso en la forma acostumbrada.
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Pero este proceso no es la inica forma que puede justificar la utilidad
de la aplicacién del algoritmo para este propodsito. En realidad, puede de-
mostrarse ta validez del algoritmo recurriendo directamente a las propieda-
des del sistema de numeracién decimal y a las propiedades de los nime-
ros racionales. Senalemos que el algoritmo puede emplearse para obtener
numerales decimales que expresen cocientes cuando se aplica a pares de
enteros adecuados —adecuados en cuanto a que existan numerales deci-
males finitos que expresen a esos cocientes, Hemos visto que esto ocurre
siempre que el divisor contenga Gnicamente potencias de 2 y 5 como factores.

macio

Hasta ahora hemos analizado la determinacidn de numerales decimales

correspondientes a nimeros racionales representados ya sea por fracciones

, » 3 . 3 "
basicas (tales como o5 | © por fracciones | como 5 equivalentes a frac-
ciones béasicas. Pero si la mas simple expresién fraccionaria de un niémero
racional cuyo denominador contiene como factor cualquier mitmero natural

diferente de 2 y 3, entonces no es fraccidn bésica equivalente.

i : W : ;
Por ejemplo, considere la. fraccién =, en la cual el denominador tiene

;
por factores 2 y 3. Suponga que hubie?‘a una fraccién bésica equivalente
a -é:: es decir, que hubiera una fraccion Ig"’ en donde a es un nimero entero
y n un namero natural, de modo que

I a

6 107
Sabemos que lo anterior es cierto si, y sblo si,

I x10"=6Xa

Mas el namero indicado en el miembro izquierdo de esta ecuacién tie-
e como factores primos s6lo 0 2 y a 5, en tanto gue el segundo miembro tiene
a 3 como factor (@ puede ser cualquier ndmero entero), porque un factor
de 6 es 3; por tanto, no es posibie que el miembro izquierdo y el derecho de
esta ecuacion sean iguales, y entonces no podemos obtener una fraccion

- . 1 _
basica, equivalente a £ Podemos apoyarnos en un argumento semejante a

éste para demostrar que las fracciones en su forma mas simple, encuentran
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fracciones basicas equivalentes sélo st sus denominadores tienen exclusiva-
mente potencias de 2 y 5 como factores (para una discusién més completa
de los factores de los ntimeros enteros, ver el cuaderno 5: Nimeros ¥
sus factores).

Por tanto, es cierto que no siempre podemos obtener un numeral deci-
mal finito equivalente a una fraccién dada, porque no siempre existen
tales numerales. Sin embargo, es posible obtener decimales numerales finitos

. . l s
“aproximados” de nGmecros racionales tales como ¢ tan proximo a lo que

se quiera. Por “aproximados” entendemos que sus numerales expresen

» . L ’ - l
nameros racionales que difieran del nimero racional g (en este caso) en

una cantidad tan pequefia cuanto se desee.

Analicemos un procedimiento mediante el cual podemos hacer tales
aproximaciones, empleando otra vez el algoritmo de la division de los ni-
meros enteros. Suponga que deseamos obtener una aproximacién del or-

d 1 P4 1 .y
en de & Tas 0 menos, a 7r0s esto es, queremos obtener la expresién de
1

un namero racional que difiera de — en menos de

1
6 1 000°
deramos el problema de obtener un numeral mixto de 1 000 veces

1 0G0
6

S1 antes consi-

—s O 5€A
6’

, Ltenemos

166

6 } 1000
6

40
36_
40
36
4

lo que significa que

1 000 4 2
5 = 166-6- = 166-§.

Ahora, para relacionar lo anterior con é-, debemos dividir 166% entre 1 000.

Por definicion,

166% =166 =
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y tenemos
2 2
16643 166 o B
1000 ~ 1000 * 1000
2
_0.166-1-3—66—0
—0.166 + 2~
= 2087 T500-
_ 1 i
Puesto que 755G ¢ menor que T, pedemos estar seguros de que 0.166
no difiere de é en mas de T éOO’ como se queria, y entonces 0.166 e¢s una

aproximacion aceptable respecto de =

Como segundo ecjemplo considere el problema de obtener una apro-

. -y a“ g - L 3 - pmm
ximacién en numeracion decimal en relacién a —, que difiera en menos

14’
de 1 0%(]0' Sigamos ahora el algoritmo abreviado, conservando el punto
decimal en el dividendo que llevaremos al cociente; entonces
0.2142
14 ) 3.0000
28
20
14
60
56
40
28
12
: Es 0.2142 un nGmero racional que difiere de kS en menos de s 4 El
g 1 14 10 000"
residuo de la division anterior fue 12. Aparecerin los mismos digitos en
el residuo, si multiplicamos por 10 000, para obtener 301?}00, y después de
12

aplicar el algoritmo obtenemos 2 142 12 Por tanto, al dividir entre 10 000,
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2 142 12 X s 3 12
tenemos 0000 146 600" Asi que 0.2142 difiere de 21 € 120 000" Pero
12 6 1
130000 — 70 0007 QU€ €S menos que Tawrs, ¥ POT ende 0.2142 es aceptable
COmo una aproximacion,
En la practica, si la exactitud requerida se especifica en 1—-(;” unidades,

suspenderemos el algoritmo si encontramos el n%'™° digito a la derecha
del punto decimal; entonces el numeral decimal obtenido ast, serd una apro-
ximacion satisfactoria.

Grupo de ejercicios 5

1. ¢Cuiles de las siguientes fracciones no tiene numeral decimal finito
equivalente? Para resolver esta pregunta examine Unicamente el deno-
minador, e indique por qué, basta con eso.

3 17 2 19 8
9 bYyxp 93 4dx I

2. Obtener un numeral decimal finito como aproximacidén del orden de

I—;F-O- de cada uno de los siguientes nimeros racionales.
4, 13 7

Nimerales decimales eeriédicog

En la seccién anterior indicamos que respecto de ciertos niimeros racio-
nales no existen numerales decimales finitos, y esbozamos un métedo para
obtener aproximaciones satisfactorias a dichos nimeros.

Sin embargo, existe una propiedad de los numerales decimales que re-
presentan ndmeros racionales, que nos permite rclacionar todos estos nu-
merales con fracciones.

Volvamos al problema de obtener cierta aproximacién a %, mediante

un numeral decimal. Aplicando el algoritmo de la divisién obtenernos lo
siguiente.
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02142857
14 } 3.0000000
28
20 «—
14
60
56_
40
28
120
112
S0
70
100
98
2 <

Observe que hemos obtenido .2142857 como una aproximacién a % Y,
en el proceso, encontramos otra vez a 2 como residuo. Es apropiado, en
este caso, emplear la expresibn “otra vez”, porque hecha la primera divisién
tarznbién obtuvimos 2 como residuo; y después de esto, ya que al dividir
20 entre 14 el resultado fue 1 y el residuo 6, obtendremos este resultado
si dividimos una vez méas 20 entre 14. Esto es, el siguiente digito de una
aproximacion decimal mas exacta respecto de — sera 1. Entonces teniamos

14

0.2142857
después tendremos
0.21428571.

De modo parecido, podemos esperar que ¢l residuc que se obtenga cuando
restemos [ X 14 de 20 sea nuevamente 6, y el siguiente digito de mayor
aproximacién serd 4; entonces tenemos

0.214285714.

Realmente debemos esperar que la secuencia completa de digitos 142857 se
repita, para producir la aproximacién

0.2142857 142857.

Y en cste momento el residuo en el algoritmo serd otra vez 2 y la secuen-
cia volverd a rcpetirse. Entonces, esta secuencia continuard indefinidamen-
{e, esto €5
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3
14

en donde la barra encima de 142857 indica que el grupo 142857 se repite
indefinidamente. Los numerales decimales que tienen grupos de digitos que
se repiten sin fin, son llamados decimales periédicos.

Considérese como otro ejemplo €l problema de obtener un numeral de-

=0.2142857142857142857,

3
cimal equivalente a — . Tenemos

22

0.136

22 ) 3.000
22

80 «
66

140
132

8 «

donde vemos que el residuo 8 es una repcticién del primer residuo. Puesto
que este residuo iniciari una duplicacidn exacta de la primera parte del
algoritmo, podemos esperar fa repeticidon de cierto grupo apropiade de di-
gitos en el cociente —en este caso, ¢l grupo es 36. Por tanto
;SR
55~ 0.136,
3

donde 0.136 no se considera como una aproximacién a —— SIno Comoe un

22

numeral equivalente a la fraccién —. Otros ejemplos son

22

0.3,

e e

= 0.16,

O et

14
15....0 93,

26
Reflexionando un poco acerca de lo gue ocurre en el algoritmo de la

divisién, nos daremos cuenta de que es posible que todo numero racional
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pueda representarse ya sea por un numeral decimal finito o por un decimal
periédico. En el proceso de obtener un numeral decimal equivalente a la
a
P
ritmo de Ia divisién para dividir e entre b. El residuo e€n cada paso del
algoritmo sera uno de los niimeros enteros desde 0 hasta uno menor que b;
es decir b —1. Si el residuo es 0 en cualquier paso, entonces hemos encon-

fracciéon —, donde a y & son niimeros enteros y & no es 0, se aplica el algo-

; 4 . a ;
trado un numeral decimal {finito equivalente ar. Suponiendo que no se

obtenga cero como residuo, entonces tendremos b —1 residuos posibles, asi

que en b1 pasos tendremos que repetir algin residue y una vez que esto

suceda habremos obtenido un grupo periddico de digitos. Consideremos
3

un ejemplo especifico, obtengamos un numeral decimal que exprese a T

Encontramos que es 0.2142857, y repetiremos aqui el algoritmo como refe-
rencia y en cada paso se indica el residuo encerrindolo en un circulo.

02142857
14 ) 3.0000000

1]
(2

Podiamos haber supuesto, antes de empezar la division, que el residuo, dcs-
pués de la primera sustraccidn, seria uno de los niimeros enteros del 1 al 13,
inclusive. No podiamos esperar que fuera 0 en este caso, porque el divisor
contiene un factor que no es potencia de 2 6 de 5; ese factor es 7. Si ¢l
primer residuo hubiera sido 3, entonces tendriamos como cociente el decimal
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periédico 0.2, Sin embargo, el residuo fue en realidad 2. Si el siguiente
residuo hubilera sido 2 & 3, entonces tendriamos un ciclo y hubiéramos ob-
tenido un grupo peribédico de digitos en el cociente; pero el residuo fue 6.
Por tanto, continuamos el algoritmo y en cada paso obtenemos como residuo
alguno de los ntmeros enteros del 1 al 13, inclusive, y en cada uno de
estos pasos comprobamos para ver si el niimero es 3 o si es otro que se ha
tenido anteriormente como uno de los residuos. Esto seguramente ocurrird
dentro de las trece primeras divisiones, en rcalidad esto ocurre en la sép-
tima, en la que aparece el 2 como residuo por segunda vez, y obtenemos
el grupo de repeticién de digitos 142857. Una situacién semejante se pre-
senta siempre que se divide un ntimero entero entre otro que sea diferente
de cero, no obstante el grupo de repeticién (periodo) de digitos puede ser
muy grande,

Fracciones egw‘ valentes a decimales geriédicos

Dada cualquier fraccién que sea la expresién més simple de un namero
racional, cuyo denominador contenga factores diferentes de 2 y 5, podemos
emplear el algoritmo de la divisién, para obtener un decimal penédica equi-
valente. Reciprocamente, dado cualquier decimal periédico, es posible obte-
ner una fraccién equivalente cuyo numerador y denominador sean nimeros
enteros (el denominador diferente de cero), lo que significa que todos estos
nimeros decimales son expresiones de nimeros racionales.

Antes de describir en detalle el procedimiento que se emplea para obte-
ner lo anterior en €l caso general, examineros dos ejemplos especificos.
Supongamos ahora que hay un nimero racional expresado por 0.234234. Si
consideramos que la letra n es otra expresion de ese nlimero, entonces po-
demos escribir

n=0.234234234....

Si multiplicamos este ntimero por 1000 podemos representarlo por 1 000 X n
o por 1000%0.234234234. .. Puesto que estas expresiones también simbo-
lizan al mismo nimero tenemos que

1000 z=1000x0.234234234. . .,
=234.234234.. ....

Ahora, puesto que 1 000 X n seguramente es mayor que # (o 1 Xn), podemos
restar n de 1 000X n, es decir, en este caso podemos restar 0.234234234. ..
de 234.234234234. .. y podemos demostrar que estas diferencias son iguales
efectuando la sustraccién de la siguiente manera:

Cuaderna de Matemidticas No. 7 — 4
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1 000X n=234.234234. ..
IxXn= 0.234234..

999 x n=234.000000. .. ;

esto es, si restamos 1Xn de 1000X#n, mediante la propiedad distributiva
obtenemos como resultado 999X n, y si restamos 0.234234234... de
234.234234234.. . ., obtenemos como resultado 234, Ademis estas diferencias
son iguales, parque el niamero expresado en las sustracciones es el mismo.
Ahora, si 999X n y 234 expresan el mismo nimero, entonces 999 xn divi-
dido eatre 999 debe ser el mismo nimero 234 dividido entre 899. O sea

999xn _ 234

999 999’
Pero S ¢s otra expresidn de — oo K n como %% = 1, tenemos
599 999 ~*™ ¥ 999
234
I Xn= §§~§
o
_ 234
~ 999’

Por tanto, hemos demostrade que si se tiene el nimero racional =,
tal que
n=0.2%4,
entonces tenernos
234

n—_—

999
A la inversa, mediante el algoritmo de la divisién es [4cil demostrar que

934
ggg = D-2%%

Por tanto, hemos encontrado una fraccién equivalente al decimal periddico

0.234. Podemos expresar-—— ggg de una manera mas sencilla dividiendo el

numerador y denominador entre 9, lo que nos da —, que es la expresién

111
fraccionaria mas simple de n.

Apliquemos el mismo procedimiento, algo modificado, para obtener
una fraccién equivalente a (.2734, donde el grupo periédico de digitos
no empicza inmediatamente después del punto decimal. Nuevamente em-

pecemos considerando que la letra n es otra expresién de 0.2734, entonces
escribimos
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n=0.27343434. ..
Si ahora multiplicamos por 100, tenemos que
100X n=100x0.27343434. . .
9 100X n=27.34343434. . ..

Con esto hemos obtenido un nitmero, 100X n, en el que empieza el grupo
periddico de digitos inmediatamente después del punto decimal. Ahora,
multipliquemos este numero por 10?%, porque hay dos digitos en el grupo
periddico (el periodo), y restando: |

10 000 x na=2734.34
100xn= 2734

9900 xn =2707.

Por tanto,
?&_2707
~ 9900’
y a la inversa, podemos demostrar con el algoritmo de la divisibn que
2707 o
m=0.2734.

Como tltimo ejemplo, obtengamos una fraccién equivalente a 0.567.
Primero suponemos que hay un ndmero racional, n, tal que

n=0.567;
entonces tenemos .
10rn= 5.51
1000n = 567.6_3’_
10n=3.67
990n =562 ,
de aqui que 7 = .?E%
il 562
Ahora, mediante el algoritmo de la division .comprobamos que 0.567 = 9_96
0.56_’/'_
990 ) 562.000
495 0
67 00 <=
59 40
7 600
6 930
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El procedimiento empleado en los ejemplos anteriores es por completo
de orden general y puede aplicarse para obtener una fraccién equivalente
a cualquier decimal periédico.

Grupo de ejercicios 6

1. Obtenga la fraccién, si hay alguna, equivalente al numeral decimal,
completando los pasos en cada uno de los siguientes ejercicios:

aj n= 0.§_7 b) n=0.158

100 Xxn=27.27 XN ==
p <  5— o=
Oxn= ) —
7= 7=

¢) n=4.017 d) n=0.3246
Xn= =
Xn= 10 n==
N Ni—

En cada caso obtenga la expresidn mdas simple del nimero racional
representado por la fraccidn.

2. Obtenga la fraccién que sea la mas simple expresién del nimero ra-
cional representado por los siguientes numerales decimales periédicos.

a) 0.17 b} 0.423 ¢) 3.1265 d) 0534

3. Compruebe las respuestas del ejercicio 2, en los apartados ¢ y &, apli-
cando el algoritmo de la division.

Namera!eg decima‘e; 1] geriédicos

En los apartados anteriores vimos que cualquier namero racional puede
expresarse mediante un decimal finito o mediante un decimal periddico e
inversamente, que cualquier decimal finito o periddico representa un nu-
mero racional. Entonces tenemos

L ibenmpmeOn o _gw s dli)
2 basica equivalente)
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1 (no tiene fraccidn

] basica equivalent e)=0'3 (decimal periédico)

Determinemos ahora la fraccién que exprese el niimero racional

n=049,
Tenemos que
100 xn=499
10xn= 49
90 Xn=45
por tanto
T .
n—%—i—o.d.

La comprobacién de este resultado requiere una ligera meodificacién
del algoritmo de la divisién:

b
Dl

0.
2 ) 1.

=&

o

— b
00 O

e

2 «.

El niimero expresado por el decimal periédico 0.49 es igual al nimero
expresado por el decimal finito 0.5. Aunque esto dificihnente nos sor-

prende, cuando pensamos en el punto que corresponde a 0.49 cn el eje
numérico, Dicho punto debe estar a la derecha del punto que corres-

ponda a 049 6 0.499 & 0.4999 o cualquier nimero racional menor que
0.9; pero, ademas, no esta a la derecha del punto mismo que correspon-
de a 0.5.

En realidad, cualquier numeral decimal finito, o sea, cualquier nu-
meral decimal expresado Gnicamente mediante un niimero digito de digitos
diferentes de cero, puede considerarsc como una clase especial de numeral
decimal finito. Entonces tenemos

0.5=0.5000 ... =0.50, etc.

De acuerdo con esto, todo nimero racional puede expresarse mediante
un numeral decimal periédico. Cada fraccidn que no es cquivalente a una
fraccién basica corresponde a un decimal ‘peridédico, como en

1 -
5 =0.142857, 7 =05,
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en tanto que cada fraccibn que es equivalente a una fraccidn basica co-
rresponde a dos de ellos, como en

! 0.1255-0.1247

—0.60=0.59

| oo

Desde luego, ordinariamente no expresamos wna fraccidén basica como
numeral decimal periddico.

Entonces, si el conjunto de los numerales decimales periddicos se asocia
de esta manecra con el conjunto de los nimeros racionales ;existe algin
decimal no periddico e infinito? De ser asi ¢es un numeral? Iigamos
ées la expresién de alguna clase de nlumero?

Si existen expresiones decimales no periddicas, y también reglas para
obtener algunas de ellas. Un ejemplo de este tipo de expresiones es el
siguiente :

0.12112111211112. . .,

en Ja que se aumenta un | en forma progresiva en cada grupo de nume-
rales 1 que siguen después de cada numeral 2. Si hay un punto en ¢l eje
numérico que corresponda a esta expresién, se localizard a la derecha del
punto correspondiente a 0.1, a la derecha del punto correspondiente a 0.12,
etc. Pero a la 1zquierda del punto correspondiente a

02, 6 0.13, 6 0.122, ete.

Es fundamental suponer que existe tal punto, y que corresponde a un
namero que no €5 un numero racional —puesto que ese nhmero se sim-
boliza mediante un numeral decimal infinito y no periédico. A csta clase
de nimeros los llamamos nGmeros irracionales.

Estamos familiarizados con algunos de estos niimercs. Uno de éstos:

r=3.14159...,

es la razén de la longitud de la circunferencia de un circulo respecto de su
didmetro. Otro es

v2=1.41428.. ..

En el cuaderno 6: Nidmeros racionales, aprendimos que el conjunto
de los ntumeros racionales es denso, o sea, que entre dos niimeros racio-
nales cualesquiera, diferentes entre si, siempre existe un tercer namero
racional y, en consecuencia, un nimero infinito de nimeros racionales.
También el conjunto de los nimeros irracionales es denso en el eje nu-
mérico y, en cierto sentido, hay mas nimeros irracionales que racionales.
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Los niimeros racionales y los nlmeros irracionales juntos forman el
ststema de los nimeros reales, cuya comprensién es fundamental para mane-
jar el analisis matemético.

¢ Por qué estamos interesados en los nimeros que son capaces de expre-
ser magnitudes fisicas con més precisién de la que seria posible que ob-
tuviéramos al medirlas? Es un hecho singular y maravilloso que como
fundamento de sus medidas y observaciones relativamente crudas del am-
biente {isico, el matematice aplicado y el cientifico, frecuentemente cons-
truye modelos matemdiicos idealizados, los analiza y aplica los resultados
a ese ambiente en formas que €} nunca podria bacerlo y que nunca se le
ocurriria, fundado s6lo en sus observaciones y medidas. Este ha sido un
ingrediente esencial en gran parte de nuestro progreso cientifico. Nos
afecta a todes porque es parte de nuestra cultura y de nuestra vida diaria.
Nos ha dado a conocer la energia atémica, ha ayudado a extinguir enfer.
medades y algin dia nos ayudard a viajar a la Luna y otros planetas.

RESPUESTAS A LOS GRUPOS DE EJERCICIOS

Grupo de ejercitios 1

1. Propiedad conmutativa de la adicion.
Propiedad conmutativa de la muitiplicacién.
Elemento idéntico de la multiplicacién.
Elemento idéntico de la adicién,
Propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicién.
Propiedad reciproca de los ndmeros racionalies.
Propiedad asociativa de la adicién,

| .96 _51 8_7x8_56
2. 8) 75077763 y 9-7x9 63

9%6 _7X8 54 56

b) 9x%F <Txo 0 5363

o) 9x6<TX8, 6 5456

d) IX6<7TX8

3 9‘)_3'_'2’><3___:21 y 4_5%X4_20
© 8) 5T Tx57 35 T=5X7 35

TX3_ 5X4 21_ 20
D) 7X37Exr ° 35735
¢) Tx3>5x4, o 21>20
d) 7X3>6%x4
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4. 2x15=6x5
2.9 53 5 15
5 a) 3<4 c) -ﬁ>7 e) S
4 12 7 11
b) =357 d) z>—= 82
) 9577 ) 523 ) =>77

Grupo de ejercicios 2

I. (4,7);(9,5); (3,1); (08); (69); (38).
3 4

12: dl1

OXI1>4X%X12

5_ 4
12711

nER N

— T e — e — —— e

X4 4x3" 1212

3
6x1 6
5X7 35

I
»

3 11_3x11_33
117455 4%5 20

N SNE=LR G | PR S

Grupo de ejercicios 3

1. a) {123), (4,6), (69), (812}, (10,15} .. .}
by {(35), (6,10}, (9,15}, (1220}, (15,25} . . .}

V(8 L 15 W 2%
“ 1% 12¢ I8¢ %' 3 "
of 5 B B ® )
o 6’ 9’ 127 15 =7
1 4 7 2 16
2. al 4+§, 34-5, 2+‘.§, 0 4+‘6, 3-[-1—2', ete,
N h 2
b) 6+, G'FE, 4+'6-", 0 6+E’ a+18, ete.

1 4 7 3 i6
c} 7+§1 6+_9 5"’“""; 0 7+§', 6+I"‘2" etc.

2 2 6
30 e — —
a) 33 b) 45 ¢) 27
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Grupo de ejercicios 4

coa) (2X10Y) 4 (110 4 (4><—1-)+(7:><-i%£

10

b) {1x10%) + (610"} + (5x 10°) + (03><—1-)+(3><—1-)+(6><—1-)

104 10? 102
) (8x101)-[-(Oxl{}“}-i-(lx_l_)+(o-x_1.._).|. gk ifged
’ 10* 77102 103 10*
1 1 1
d) (8)(“{0—1)'!'(0)\1@‘)'1‘(7)(@)
417 3208 §
) 7900 b} 1600 °} 100
. 8005 1412 . 10,075
4) 1000 ©) o0 1) 2000
al 0.169 b) 0.0205 ¢) 0.024
d) 0.07 e) 10.5 f) 0.00019
a) 2xX2X2xX50r2'x5 bj Z2x2x2x2x5 orr 25X
8] 23¢2502¢ 2% 2X B or 2% d} ZX2XZ2ZX2X2XH5XS 0
Dose B2
e) 2X2x5or22x5 f) 2x5X%b or2xbH
3 . 83 .2 3x2 6 _ 13 5% 13x125
2) SxEE T axE 2 sixs 10000 B i XET 10,000
1625
~10,000
=0.1625
9 5% 9x25 112 44
®) 555 %5~ 1000 4} 52X 5= 109
_ 225 =044
— 1000
=0.225
13 5 65 7 7
) 2% 5% 5 100 f) 120 23%x3x5
=065 Pucsto que 120 tiene ¢omo factor

a 3, ta fraccidén no tiene una

fraccibn bésica cquivalente,
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Grupo de ejercicios 5

1. a) 6 tiene como factor a 3. ¢) 3 tiene como factor a 3.
e) 11 tiene como factor a 11.

St el denominador tiene un factor diferente de 2 6 5, y la fraccidén esta
expresada en su forma mas simple, la fraccién no tiene un numeral
decimal finito equivalente.

2. a) 0555 b) 0.619 ¢) 0.466
g+ 5.000 21 ) 13.000 15 ) 7.000

20 12 6 60

50 40 1 G0

45 21 R

50 190 160

45 189 90

5 1 10

Grupo de ejercicios 6

1. a) n= 027 b) n= 015
100 xn=27.27 1000 X n=158.158
1xn= 037 I1xn= 0158
Oxn=27 999 xn=158
n 2l _ 158
— 99 999
or n-—«~3-~
&
e) n= 4017 d) n=  0.3246
1000 X n=4017.017 10,000 X n=3246.246
ixn= 407 10xn=  3.246
0999 x n=4013 9990 X n = 3243
_ 4013 3243
— 999 8990
1081
or n=

3330
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.a) n= 0.17 b) n= 0.423
10X n=17.17 1000 x n =423.423
Ixn= 017 ixn= 0493
99xn=17 999 x n =423
_17 _ 423
=39 "= 999
of =2k,
=11
¢) = 3.1265 d) n= 0534
10.000 % n = 31 265.1265 1000 x n=534.34
I1xXn= 3.1265 10xn= 5.34
99990 x n=31262 990 x n=>529
, 31262 529
~ 9399 =090
2842
~ 909
017 0423
a) 99 ) 17.06 « b) 111 } 470 «
99 44 4
710 2 60
6 93 2922
P s ~380
333

47 &=
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