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7. SISTEMAS DE 
NUMERACION 

PARA LOS NUMEROS 
RACIONALES

El contenido de este cuaderno es un  es
tudio elem ental de los sistem as de repre
sentación de los núm eros racionales. 
Insiste nuevam ente, en form a indirecta, 
en la diferencia en tre  núm ero y num eral. 
Hace un resum en de las propiedades m ás 
im portantes de los núm eros racionales 
com parándolos con las de los núm eros 
enteros. E stud ia  el concepto de fracción, 
par ordenado, clase de equivalencia, etcé
tera. Tam bién estudia los num erales de
cim ales periódicos y no periódicos y su 
relación con los racionales.
E ste  cuaderno es uno de la serie de ocho, 
escrita  para  m aestros de enseñanza ele
m ental y media, y alum nos de este ú lti
mo ciclo. Cada cuaderno com prende la 
exposición de un  tem a básico de m ate
m áticas. E stos tem as se hallan  en tre  los 
que el m aestro  necesita dom inar para  
tener una com prensión m ás cabal de la 
m atem ática.
Los tem as escogidos son especialm ente 
im p o rtan tes  p a ra  aquellos m aestro s  
que consideran que las experiencias de 
aprendizaje transm itidas a  los niños del 
ciclo elem ental deberían em pezar por el 
desarrollo de algunos conceptos unifica- 
dores básicos en m atem áticas, y para  
los alum nos de nivel medio y superior 
que deseen com prender m ás a fondo los 
conceptos básicos de la m atem ática t r a 
tados en cada uno de estos cuadernos. 
Es el deseo de los autores y del NCTM 
(National Council o fT eachers of Mathe- 
m atics) que e s ta  serie  de cuadernos 
pueda auxiliar tan to  a los m aestros en 
su cátedra, como a  los alum nos en su 
aprendizaje.
Los títu los de los cuadernos de esta  co
lección son: 1. Conjuntos. 2. Números
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Prefacio

Este cuaderno es uno d e  la serie de ocho, escrita para maestros de en
señanza elemental más bien que para  ios alumnos. C ada cuaderno com
prende la exposición de un tem a básico de matemáticas. Estos temas se 
hallan entre los que el m aestro de enseñanza elemental necesita dominar 
para  tener una comprensión más cabal de la matemática que usualmente 
se enseña en la escuela de ese grado. C ada cuaderno es la introducción a 
un tema, no un  tra tado  exhaustivo. El lector interesado debe estudiar el 
tem a con m ayor profundidad en otras obras.

Los temas escogidos son especialmente importantes para aquellos maes
tros que creen que las experiencias de aprendizaje, trasmitidas a los niños 
en los primeros años de la escuela, deberían empezar por el desarrollo de 
algunos conceptos unificadores básicos en matemáticas. M uchos profesores 
han  encontrado que su educación profesional no los prepara para  enseñar 
aritm ética de modo congruente con este punto de vista. Es el deseo de los 
autores y del N C T M  (N ational Council of Teachers of M atematics) que 
esta serie de cuadernos pueda ser una ayuda para estos profesores, así como 
para otros que también están interesados en m ejorar su instrucción.

Los títulos de los cuadernos de esta serie son:

Cuaderno 1. Conjuntos 
Cuaderno 2. Números enteros
Cuaderno 3. Sistemas de numeración para los números enteros 
Cuaderno 4. Algoritmos de las operaciones con números enteros 
Cuaderno 5, Núm eros y  sus factores 
Cuaderno 6 . Núm eros racionales
Cuaderno 7. Sistemas de numeración para los números racionales 
Cuaderno 8. Proposiciones numéricas

Aconsejamos que, si es posible, los cuadernos sean leídos en el orden 
numérico correspondiente, con excepción del octavo (Proposiciones numé- 
ricas), que puede apartarse del orden citado.

i
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Escribieron los cuadernos los miembros de un grupo de verano (Sum- 
m er W riting Group) cuyos nombres se indican en la lista inserta al final 
del prefacio. El proyecto fue iniciado y patrocinado por el Comité Suple
m entario de Publicaciones del N C T M  (T he N C T M  Supplementary Publi- 
cations Committee) bajo la presidencia de K enneth B. Henderson. Fue 
financiado por el N C TM .
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Sistemas de 
numeración para
los números
racionales

Cuaderno 1

E n el cuaderno 6, Números racionales, investigamos y desarrollamos 
nuestra noción intuitiva de lo que son los números racionales y estudiamos 
el significado y las propiedades básicas de las operaciones con estos n ú 

meros. A este propósito, empleamos fracciones de la forma \  donde a y b
o

son números enteros con b ^  0, como símbolos para  los números racionales.
Para los números racionales y también p ara  los enteros, se han dado 

diferentes sistemas de símbolos. Esto es en parte  resultado del desarrollo 
histórico de nuestro tiempo y nuestra noción de número. Sin embargo, esto 
es asunto de conveniencia; un sistema de numeración es más sugestivo y 
útil para un propósito y otro sistema es preferible para  distinto objeto.

E n este cuaderno investigamos varios sistemas de numeración de los 
números racionales, destacando algunas de las ventajas que se obtienen de 
las diferentes representaciones.

Números racionales

Empezaremos con un breve examen de las propiedades del sistema 
de números racionales. Para  esto tendremos que usar, desde luego, algún 
sistema de num eración; esto es, algún tipo de símbolos que representen

3 9a los números racionales. Emplearemos fracciones tales como — y puesto

que son convenientes para  este propósito.
Supongamos que en un  conjunto de números, al dividirse números ente

ros entre sí —pero no el cero—  se obtiene un núm ero para cociente, en
tonces estamos postulando la existencia del conjunto de los números racio
nales. Para ser más precisos, estamos suponiendo la existencia del conjunto 
de los números racionales no negativos, y puesto que no deseamos tra tar

9
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con números negativos en este cuaderno, acordaremos que a  menos que se 
indique otra cosa, ninguno de los números que se traten aquí será negativo. 

Supongamos que siempre podemos dividir números enteros entre otros
3 7 0 ,

enteros distintos de cero, tenemos ahora números tales como ^  y ^  así 

como números racionales que pueden identificarse con los números enteros

ya conocidos: ~  (4 ), — (6 ) , y (25)* Puede considerarse al conjunto
4 3 4

de los números enteros como un subconjunto de los números racionales.
¿De qué m anera o modos difieren los números racionales de los nú

meros enteros en su comportamiento respecto a  las operaciones conocidas 
de adición y multiplicación? Para  responder a esta pregunta, transform é
mosla, primero, viendo las cosas en que no difieren:

1. T an to  el sistema de números racionales como el de números enteros son 
cerrados respecto a la adición y a  la multiplicación. Esto es, la suma 
o el producto de dos números racionales cualesquiera es un número 
racional, asi como la suma y el producto de dos números enteros es un 
núm ero entero.

2. La adición y la multiplicación son operaciones conmutativas en el sis
tem a de los números racionales, asi como en el sistema de los números 
enteros. El orden en que se colocan los sumandos en la suma de dos 
números racionales (tam bién de dos números enteros), o el orden en el 
que se colocan los factores del producto de dos números racionales 
(o también de dos números enteros) no altera la suma o el producto.

2 3 3 2Por ejemplo, -  4- -  es igual +  -  así como 2 +  3 =  3 +  2.
ó / l o

3. L a suma y la multiplicación son operaciones asociativas, tanto en el 
sistema de los números racionales como en el sistema de los números 
enteros. Los sumandos en una suma o los factores en un  producto 
pueden, en ambos casos, agruparse como se desee. Por ejemplo,

puede interpretarse como

o como

3 2 4

(§+i)+!
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en donde los paréntesis indican los números cuya suma debe efectuarse 
prim ero; el resultado final es el mismo en ambos casos. Desde luego, 
esto tam bién es verdadero en cuanto a  los números enteros, por ejemplo: 
2 +  3 +  7 puede interpretarse como (2 +  3 ) + 7  ó como 2 + ( 3  +  7).

Tam bién. ( | x | ) X | = | x  ( ¿ X | )  y (2 x 3 )  X 7 =  2 X (3 X 7).

4. L a multiplicación es distributiva sobre la adición en ambos sistemas. 
Entonces,

H H )
expresa el mismo núm ero que

( H M H >
así como 2X  (3 +  5) es igual a  (2 x 3 )  +  ( 2 x 5 ) .

5. Ambos sistemas tienen elemento aditivo idéntico. U n elemento aditivo 
idéntico es simplemente un elemento en un sistema numérico, que es 
“neutral” como sumando en la suma. En el sistema de los números 
racionales 0 desempeña ese oficio, así como también lo desempeña en el 
sistema de los números enteros. Entonces,

L o - i  
2 2 ’

así como
8 + 0 = 8.

6. Ambos sistemas tienen elementos multiplicativos idénticos. U n elemento 
multiplicativo idéntico es un elemento “neutral” como factor en el pro
ducto. El núm ero uno desempeña ese oficio tanto en el sistema de los 
números racionales como en el sistema de los números enteros. Por 
ejemplo,

2 t 2 
3 X “  3’

así como
5 x 1  —5.

Es evidente que el sistema de los números racionales y el sistema de los 
números enteros tiene varias propiedades fundamentales en común. Real
m ente, sólo hay una forma básica en la que difieren: cada elemento dife
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rente de cero del conjunto de los números racionales tiene un multiplicativo 
inverso o recíproco, como se le llam a algunas veces. U n  multiplicativo in
verso b para  un núm ero dado a es un núm ero tal que el producto de los 
dos números a y b es el elemento multiplicativo idéntico* Por ejemplo, el

3 4
multiplicativo inverso del número racional —, porque — es el núm ero racional

4  5
3 4- X  j  " 1 .  Observe que la existencia de un recíproco por cada elemento

(excepto 0 ) en el sistema de los números racionales es una característica 
que no tiene el sistema de los números enteros* Por ejemplo, no hay nú
mero entero que multiplicado por 3 su producto sea 1. Esto es, no hay 
núm ero entero n tal que 3 X n =  1 .

Las propiedades de los números racionales que se discutieron anterior
mente son fundamentales en el sentido en que rigen todas las operaciones 
con números racionales y, en consecuencia — tal vez más im portante desde 
el punto de vista del maestro de enseñanza elemental—  todas las opera
ciones que ejecutamos con las fracciones y otros símbolos que expresan 
estos números.

De paso, hagamos un  breve comentario sobre los números negativos. 
Observamos que tanto el sistema de los números enteros como el sistema de 
los números racionales, tienen un elemento aditivo idéntico (0 ) y un ele
mento multiplicativo idéntico (1 ). El multiplicativo inverso b para  un 
número dado a es un núm ero tal que el producto de los dos números es el 
elemento idéntico para  la multiplicación a X ¿  =  L Entonces, por analogía 
el aditivo universo de un núm ero dado c debe ser un número tal que la 
suma de los dos números sea el elemento idéntico de la adición: c + d = 0. 
El sistema de los números racionales (no negativos) puede considerarse 
como una extensión del sistema de los números en teros*  (no negativos) 
a  un sistema en el que cada núm ero (diferente de cero) tiene un m ultipli
cativo inverso. En la misma forma, el sistema de los enteros

* Recuerde que en inglés se tienen dos vocablos diferentes p a ra  clasificar el 
conjunto completo de  los enteros

{ . . . ,  - 3 ,  —2, - 1 ,  03 1, 2, 3,

al que le llam an integers, y  a l conjunto  de los enteros no negativos

{0, 1, 2, 3,

a] que le llam an whole numbers. Como no  tenemos dos vocablos p a ra  estos con
juntos, cuando haya necesidad de  distinguirlos ios llamaremos simplemente enteros, 
al primero, y a l segundo enteros no negativos; desde luego, debe tomarse en cuenta 
que en esta serie de cuadernos se m aneja  en general el segundo conjunto , y p o r  
motivos prácticos se les llama únicam ente números enteros. [N. del T,]
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- 2, - 1, 0, 1, 2, . . . }

es la extensión del sistema de los enteros (no negativos) a  un sistema en 
el que cada núm ero tiene un aditivo inverso, y de m anera semejante el sis
tem a completo de los números racionales es una extensión del sistema de 
Jos números racionales no negativos. En este cuaderno estamos interesados 
únicamente en el sistema de los números racionales no negativos.

L o s j n u m M

U n núm ero racional, asi como un núm ero entero, es una abstracción. 
Podemos m anejar los números racionales asignándoles símbolos, tal como 
lo hacemos con los números enteros. Sin embargo, hay una mayor variedad 
de expresiones y símbolos para  representar a  los números racionales que 
los que se tienen para  representar a  los números enteros. Tam bién al 
estudiar los números racionales y sus propiedades, estamos casi tan inte
resados en las propiedades de los símbolos como en los números mismos.

Entre las diversas representaciones de los números racionales que se 
emplean actualm ente, tenemos las siguientes:

2 7 231. Fracciones, tales co m o —, —, y —

2. Pares ordenados tales como (2, 3 ) , ( 1, 7 ), y {15, 6 ) ;

5 1 53. Numerales mixtos, tales como 1 —, 23 -r, y 4^-;
7 2 8

4. Numerales decimales, tales como 0.217, 0.333 y 5.5.
É

C ada una de estas formas de numeración tiene algunos aspectos útiles, 
y ciertas aplicaciones específicas en las que es más propia que cualquiera 
de las otras. Examinemos cada una de estas formas de simbolismo con 
más detalle.

3
El símbolo que se emplea para  expresar el núm ero racional tres quin

tos, es ejemplo de una fracción. El núm ero entero representado en la 
parte superior de la fracción se llam a numerador de la fracción, y el nú
mero natural representado en la parte inferior se llama denominador de
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la fracción. Observe que la fracción se define aquí como un símbolo 
(num eral), mientras que el num erador y el denom inador se definen como 
números. Esto se debe a  que deseamos efectuar operaciones que implican 
numeradores y denominadores y nuestras operaciones se definen en relación 
a  los números y no en relación a  los símbolos. Realm ente el uso de la 
palabra “fracción” se reducirá al mínimo, puesto que estamos interesados 
en trabajar con números racionales representados por Jas fracciones, en 
lugar de trabajar con la fracción misma.

Conoeptualmente, las fracciones con números enteros como numera* 
dores y con números enteros, diferentes de cero, como denominadores, 
pueden interpretarse como expresiones de cocientes de números enteros 
(vea el cuaderno 6 : Números racionales) . De acuerdo con esto, “numera* 
dor” y “dividendo” son sinónimos; y también lo son “denom inador” y

3“divisor” . Entonces 7  es el núm ero racional representativo del cociente
5

obtenido cuando 3 se divide entre 5. Además, si los números racionales 
se definen como cocientes de números enteros, entonces el conjunto de los 
números enteros viene a  ser un subconjunto propio del conjunto de los nú
meros racionales. Esto es cierto, puesto que para  cualquier número entero 
a, el cociente que se obtiene cuando a se divide entre 1 es a  y por tanto 
todo núm ero entero puede considerarse como el cociente de dos números 
enteros. De hecho, todo núm ero entero es un  cociente de dos números en
teros, que se puede expresar m ediante un núm ero infinito de formas, 
puesto que

2  ~2 ' — = 2  — —2 — = 2
1 * 2 ’ 3 ' 4  ’

y así, sucesivamente, las fracciones y  ~ expresan todas el mismo
1 £  ̂ T

número, el núm ero entero 2.
E n general, es preferible emplear fracciones como símbolos de los nú

meros racionales, cuando estos números se toman como cocientes de números 
enteros.

L a figura 1 m uestra un eje numérico con varias expresiones de algunos 
números racionales indicados en él. En esta figura, los símbolos asociados 
con el mismo punto son expresiones del mismo número.

El criterio que nos perm ite identificar fracciones que expresen un mismo 
número racional, es el siguiente.*

* Para u n a  discusión más am plia de las propiedades de los números racionales 
empicados en términos de fracciones, ver el cuaderno 6 ; Números racionales,
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Si a, b, c y d  son números 
enteros y b y d  son diferentes 
de cero, entonces:

a

si y sólo si, a x d  = bxc>

12 18
E n tonces—  =  — puesto que 1 2 x 4 2  =  2 8 x 1 8 . Observe que esta prueba 

depende de que, por ejemplo,

1 2 _ ,4 2 x 1 2   ̂ 18 1 8 x 2 8
28 4 2 x 2 8  y 42 4 2 x 2 8 '

De m anera más general: — es m enor que, igual a, o  mayor que siempre
0 d

que a x d  sea m enor que, igual a, o m ayor que b X c .

G ru p o  de ejercicios 1

1. Exprese cuál es la propiedad ejemplificada en cada una de las siguientes 
proposiciones verdaderas.
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Proposición  P ropiedad

4  3 3 4

6 7 " 7  6
7 1 7
8 *  8

JL + o - —
U +  11

2x(6+i) = <2x6>+(2x|)

8 * 7

(l+f)+ír !+(?+§)
2. Complete los siguientes enunciados:

6 8
а) Los números racionales representados por y  y j  pueden expresarse

g
mediante fracciones que tengan el mismo denominador y  =~________ y

8
««•

9 -------------
б ) Em pleando las fracciones de iguales denominadores del ejercicio 

2 tf), podemos expresar q u e ________< ________ .
c) Em pleando sólo los numeradores de las fracciones del ejercicio 2 b) 

podemos asegurar que _______ < ________ .
6 8d ) Esto significa que para  probar si es verdad que -  <  o no, es sufi-
7 9

cíente probar si es o no verdad q u e ________< ________

3. Complete los siguientes enunciados.
3 4a) Los números racionales representados por -  y -  pueden expresarse

i

3
m ediante fracciones que tengan el mismo denominador. - =  y

7 .

¿>) Em pleando las fracciones de iguales denominadores del ejercicio 
3 a) y podemos asegurar que ________> ________
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c} Em pleando sólo los numeradores de las fracciones del ejercicio 3 b) 
podemos asegurar que ________> _________

3 4
d) Esto significa que para  probar si es verdad que °  no; cs su^ “

cíente probar si es o no verdad que ________> ________.

2 54. Las fracciones -  y —  representan el mismo número racional porque

---------- X --------------= -------------  X ----------- -

5. Llene los espacios con el signo adecuado ===, > ,  o < ,  de tal manera 
que se obtengan enunciados verdaderos; y aplique para probarlos ei 
"m étodo de producto en cruz” que se empleó en los ejercicios 2, 3 y 4.

2 3 ^ 5  3 , 5  15
a) 3 ----------- 1  c) ñ ----------- 7 e) 2 ------------ -6

hl í  2  A-, 1  11 n  8 5} 9 27 d j 3 5 r) 13 ------------ 17

s o r d e n a d o s

U n  segundo medio p ara  representar números racionales se tiene a  partir 
de la noción de par ordenado de números enteros. U n  par ordenado de 
números enteros es, simplemente, un par de números enteros para  los que 
el orden en el que se consideran los números es de importancia. Los pares 
ordenados se expresan por representaciones tales como (2, 3 ) , donde el 
paréntesis y la com a indican que los números se consideran en determinado 
orden, prim ero 2 y después 3 en este caso. Los números que aparecen en 
un p ar ordenado se llam an componentes dei par. En el par ordenado 
(2, 3 ) , 2 es la prim era componente, y 3 la segunda.

Los matemáticos suelen definir un núm ero racional mediante pares 
ordenados de números enteros, en que ningún p ar ordenado tiene el cero 
como segunda componente. Desde este punto de vista, el número racional

3
simbolizado por la fracción ~ puede también expresarse mediante el par

ordenado (3, 5 ) . L a prim era componente del par ordenado correspon
de al num erador de la fracción, y la segunda componente corresponde 
al denominador. Como se tra ta  de una abstracción conviene interpretar 
de algún modo a  esos pares de la misma form a que se siguió para  la 
representación de los números por fracciones. Por ejemplo (3, 5) puede

Cuaderno de M atemáticas N o. 7 — 2
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interpretarse en los siguientes términos: “Tres de cinco partes congruen
tes de un todo” o como “el cociente que se obtiene cuando 3 se divide 
entre 5” o de alguna otra m anera similar.

Así como muchas fracciones expresan a  un mismo núm ero racional, 
muchos pares ordenados también corresponden a un mismo número racio
nal. Podemos definir la igualdad de dos pares ordenados (representativos 
de un mismo núm ero racional) de m anera análoga a la  de las fracciones.

2 6Por ejemplo, tenemos ^ =  , porque 2 X 9 =  3 X 6. De igual modo, en tér-
o 9

minos de pares ordenados tenemos (2, 3) —(6, 9 ) , porque 2 x 9  —3 x 6 ;  
esto es, los productos de la prim era componente de cada p ar por la 
segunda componente del otro, son iguales. Lo anterior podemos expre
sarlo como sigue:

Si a, b> c, y d  son números enteros y, 
además, si ni b ni d  son 0, entonces

(a, b) =  (c, d) 

si, y solo si, a x d  = b x c -

Estos productos pueden representarse esquemáticamente por un  diagrama 
como el de la figura 2, donde las líneas unen los factores de cada uno 
de los productos.

I— x— I
(a, b) =  (c, d)

£ — x

F igura 2

Ahora, si queremos saber si el enunciado (3, 21) =  (9, 56) es verdadero 
o no lo es, efectuamos las operaciones 3 x 3 6  y 21X 9 para comprobar si 
los productos resultantes son iguales o no; como 3 x 5 6 = 1 6 8 , y 2 1 x 9 = 1 8 9 , 
el enunciado es falso.

E n general, {ay b) es m enor que, igual a, o mayor que (c> d)  si a x d  
es m enor que igual a, o m ayor que b x c .

El cuadro I muestra las operaciones de adición, sustracción, m ultipli
cación y división con algunos ejemplos específicos en los que los números 
racionales que se emplean están representados por fracciones y también 
por pares ordenados.
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C uadro I

Opera
ción Fracciones Pares ordenados

1 3  14*3 4 
7 7 ”  7 ” 7 (1, 7) +  (3, 7} =  (1 +  3, 7) =  (4, 7)

— 13 7 1 3 - 7  6 
17 17”  17 17 (13, 17) — (7, 17) =  ( 1 3 - 7 ,  17) =  (6, 17)

4

T
1 3 5 9 14 
3 5 =  15 15~15

( 1 , 3) +  (3 ,5 )  =  (5,15) +  ( 9 , 15) =  (14, 15)

— 8 2 24 14 10 
7 3 ” 21 21 “ 21

(8, 7) -  (2, 3) =  (24, 21) -  (14, 21) =  (10, 21)

X 3 2  3X 2 6 
5 * 7 ” 5 x 7  ” 35

(3, 5) x  (2, 7) =  ( 3 x 2 ,  5 X 7 ) =  (6, 35)

2
3 . 2  3 x 7  21 
5 ‘ 7 " 5 x 2 ” 10

(3, 5 ) - ( 2 ,  7) =  ( 3 x 7 ,5 x 2 )  = (2 1 ,1 0 )

C uadro I I

Fracciones

(b, c= £0 )

( M  0)

( b ^  0)

a_axc b̂ bxc 
a , c_a+c 
b+ b fc
a c a — c b~b~ b 
a c (axd) + {bxc) b+d~ bxd

(b, d ̂  0)

a c jaxd) — (bxc) b d~ bxd
. (6, i =f̂ 0)

ÍI C íl X C / T  J  y  A ' »

sxr r a
a . c  o d axdb‘ d~b̂ c~ bxc

(b, c, d̂= 0)

Pares ordenados

(a} b) — (a x c ?b x c )

{a, b) 4- (c,b) = (a+c, b) 

(a, 6) -  (c, b) =  (a — c, 6)

(6 , c = ¿ 0) 

( 6 ^ 0 )

( b ^ 0 )

(a, 6} 4- (c, d) =  t ( a x d )  4- ( b x c ) ,  b x d ]
(b, d ^ O )

(a, b) — (Cyd) = [ ( a x d )  — ( b x c )  , b x d ]
( M ^ o )

(a, 6) x  íc, df — ( a x c ,  b x  d) (b, d ^ O )

(a, 6) 4- (c, d\ — \a, b) x  id, ci =  ( a x d , b x c )
(b, Cj
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Para  comparar de m anera más general las dos formas de representa
ción de los números racionales ver el cuadro I I  en el que se enlistan, 
en ambas formas, algunas propiedades básicas. En todos los casos, a, b, c 
y d, representan números enteros.

En general, es preferible emplear pares ordenados como símbolos para 
los números racionales, cuando investigamos la estructura algebraica /or- 
mal de este sistema.

G ru p o  de ejercicios 2

1. Los números racionales del cuadro I I I  están representados por frac
ciones. Represéntelos por pares odenados.

2. Si queremos comprobar la realidad del enunciado (5, 12) =  (4, 11), 
efectuamos las operaciones (5 x 1 1 )  y (1 2 x 4 )  que nos indicará si son 
iguales o no, mediante fracciones exprese los números racionales indi
cados por (5, 12) y (4, 11) y emplee esas fracciones para escribir una 
ecuación o una inecuación verdadera.

3. Exprese con fracciones los números racionales representados por pares 
ordenados en el cuadro IV  y ejecute las operaciones básicas indicadas, 
empleando fracciones.

C u a d r o  I I I

Fracciones Pares ordenados

4
7

9
5

3
T

0
8

5
9

3
8
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C u a d r o  IV

Pares ordenados Fracciones

(2, 7 ) +  (3, 7) =  (2 +  3, 7) =  (5, 7)

| (3 ,4 )  — (2, 3) =  (9 —8,12) =  (1 ,12)l

(6,5 )  x  (1 ,7 ) « ( 6 x 1 ,  5 x 7 )  =  (6 ,35)

(3 ,4 ) -s- (5j 11) =s ( 3 x  1 1 .4 x 5 )  =  (33, 20) 6

dasesde^equivaíen^

Antes de fijam os en o tra  form a de representación de los números ra
cionales, hagamos una exposición un  poco más profunda de la definición 
de un núm ero racional m ediante el empleo de pares ordenados, una expo
sición basada en los conceptos de la teoría de conjuntos. {Para una discusión 
de los conceptos de la teoría de conjuntos y la notación empleada aquí, 
ver el cuaderno l:  Conjuntos.)

Definamos primero lo que se entiende por pares ordenados equivalentes:

El par ordenado (a, b ) ,  b =7̂  0, es equivalente al par ordenado 
(e, d) d^AO, si, y  sólo si, a x d  =  bX c.

Entonces (2, 3) es equivalente a  (6, 9) porque 2 x 9  =  3 x 6 . Observe 
que ésta es la misma condición que se impuso antes para  la igualdad de 
números racionales representados por pares ordenados. Sin embargo, ahora 
queremos llam ar a  (2, 3) y (6, 9) pares ordenados equivalentes.

Después, considérese el conjunto de pares ordenados

{(1, 2 ) , (2, 4 ) , (3, 6 ), {4, 8 ) ,

en que los tres puntos dentro de las llaves indican que ]a lista de pares 
ordenados continúa indefinidamente. Observe que cada uno de los pa
res ordenados de este conjunto es equivalente a  cualquier otro par orde
nado del mismo conjunto. Por tanto, (1, 2) es equivalente a  (3, 6 ) porque 
I X 6 =  2 x 3 ;  (1, 2) es equivalente a (4, 8 ) porque l x 8 =  2 x 4 ;  (2, 4) es 
equivalente a  (3, 6 ) porque 2 x 6  =  4 x 3 ,  y así sucesivamente. A este tipo 
de conjuntos de pares ordenados equivalentes se le llama dase de equi^ 
valencia. O tra  clase de equivalencia es
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{{3, 4 ) , ( 6, 8 ) , (9, 12), (12, 16),
y otra es

{(7, 3 ) ,  (14, 6 ) ,  ( 2 1 ,9 ) ,  (28, 12),

Además, observe que la segunda componente de un p ar ordenado es 
una clase de equivalencia, nunca es cero.

Ahora podernos definir los números racionales de la siguiente m anera:

Un número racional es una clase de equivalencia de pares 
ordenados de números enteros.

¿Parece esto muy abstracto? Entonces, interprétese el problema de 
esta m anera: El conjunto de todos los pares ordenados de números ente
ros, cuya segunda componente no sea igual a  cero, puede distribuirse en 
clases. Imagínese una banda en movimiento, que enfrente de u n a  persona 
se detiene mientras transporta pares ordenados (a, b) de números enteros, 
en que b~7̂  0. Al pasar cada p a r  ordenado enfrente de la persona (llamé
mosla “acomodador” ) ésta los inspecciona y distribuye en el lugar que le 
corresponde en una caja, ocupando un determ inado hueco. L a figura 3 
ilustra esa operación. Desde luego, la  analogía que intentamos aquí no 
es completa, porque tendría que haber un núm ero infinito de huecos en 
la caja y, además, la banda no dejaría jam ás de producir pares ordena
dos, pero conceptualmente esto describe la separación del conjunto de 
todos los pares ordenados de números enteros, con la segunda componente 
diferente de cero, en subconjuntos diferentes y separados. C ada uno de 
estos huecos de la caja corresponde a una clase de equivalencia, y el 
acomodador determ ina el que sea apropiado para  colocar un p ar orde- 
do que se dé, observando los pares ordenados a los que es equivalente. El 
contenido d e  cada hueco es lo que hemos definido como núm ero racional.

Cualquier miembro (par ordenado) de una clase de equivalencia (nú
mero racional) puede usarse para  simbolizar a  dicha clase. Por ejemplo, 
se puede simbolizar al núm ero racional que contiene a  ( 1, 2 ) , empleando 
(1, 2 ) , (2, 4 ) , (3, 6 ) o cualquier otro p ar ordenado de esa clase. U n 
enunciado tal como es

( 1, 2) —  (6, 12)

es simplemente la afirmación de que “ ( 1, 2 ) ” y “ (6, 12) ” simbolizan al 
mismo núm ero racional.

Esta fom ia d e  definir el núm ero racional como una clase de equiva
lencia de pares ordenados no altera ninguna de las consideraciones que hi
cimos antes, acerca de las operaciones con números racionales, sino que 
sim plem ente da un significado más preciso del térm ino “núm ero racional” .
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F igura 3

E n realidad, no hay razón por la que los pares ordenados de una clase 
de equivalencia no puedan escribirse en forma fraccionaria- Entonces

Í1 2 3 4 \
\ 2 y 4* 6 ’ 8 *’ ■ /

simboliza la misma clase de equivalencia que

{(1 , 2 ) ,  (2, 4 ) ,  (3, 6 ) ,  (4, 8 ) ,
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Los números racionales están ordenados. Esto es, entre dos números 
racionales cualesquiera, diferentes entre sí, siempre puede decirse que uno 
es m enor que el otro (ver el cuaderno 6 : Números racionales) . Enton
ces, podemos dividir al conjunto de los números racionales en dos 
conjuntos disjuntos, uno, que contenga los números racionales menores que 
uno, y otro, que contenga a los números racionales mayores o iguales a  uno, 
L a figura 4 muestra estos subconjuntos representados en el eje numérico.

Números racionales Números racionales
menores que uno mayores o iguales a uno

F igura 4

Podemos distinguir entre las fracciones (o pares ordenados) que sim
bolizan a  números racionales menores que uno; y las fracciones que simbo
lizan a  números racionales mayores o iguales a  uno, observando si el
num erador (o prim era componente) es menor, igual o mayor que el deno
m inador (o segunda com ponente). U na fracción que tenga num erador 
m enor que su denominador, representa a  un núm ero racional m enor que 
uno. A este tipo de fracciones se les llam aba antiguam ente fracciones pro~ 
pias; sin embargo, esta frase empieza a  caer en desuso. U n a  fracción cuyo 
num erador sea m ayor que, o igual a  su denominador, simboliza a un 
número racional m ayor que, o igual a  uno, respectivamente; a  estas frac
ciones se les llamaba fracciones impropias,

T odo núm ero racional que se simboliza por una fracción en la que el 
num erador es mayor o igual al denominador es un núm ero entero o 
un núm ero que puede expresarse como la suma de un núm ero entero 
y un núm ero racional m enor que uno. Por ejemplo,

2 § _ 2 7  1 I
3 ~  3 3 3 ’

1 0 8 -1 2 5  ± _ 7 £
15 ~  15 15 15’



NUMERALES M IX TO S 25

son todos ejemplos de números racionales simbolizados por dichas sumas; 
mientras que

24 Q 19 t 24
3 ’ 19 5 y 6 “

son ejemplos de fracciones que representan números enteros. Desde luego, 
así como hay un núm ero infinito de fracciones que simbolizan a  un número 
racional dado, mayor que uno, también hay un núm ero infinito de formas

para expresar las sumas que estamos discutiendo. Por ejemplo 4 + i t a m -
3

2 3 , .bién puede escribirse como 4 +  4-h r  y así sucesivamente.
O ¿7

U n  núm ero racional mayor que 2, como ~ , puede interpretarse de

muchas m aneras como la suma de un  núm ero entero y un núm ero racional.

Por e je m p lo ^ :  no sólo podemos escribirlo 3 + * ^ , 3 -f o cualquier
3 a 6

4 7
otra forma de esta expresión, también podemos escribirla 2 -f — ó 1H—

3 3
o cualquier o tra variante de estas expresiones. En cualquier problema de 
aplicación práctica, las sumas de este tipo generalmente se abrevian es
cribiendo únicamente los sumandos uno junto al otro y omitiendo el

1 . 1 4signo de operación. Entonces, 3 -{--se acostumbra escribirlo como 3 -  2 + -r
3 3 3

4 7 7
se puede expresar como 2 -  y 1 +  -  como 1 A ios símbolos tales como

3 3 3
1 4  7

2 — y 1 — se les llama numerales mixtos y son expresiones de números
3 3 3

racionales mayores que uno.
U n problema común que confrontamos al operar con números racio

nales mayores que uno consiste en tra ta r de obtener una fracción equi
valente (o sea, expresar ai mismo núm ero racional que) un  numeral mixto 
dado, o a  la inversa, obtener un  num eral mixto equivalente a una fracción 
dada, que simbolice a  un núm ero racional mayor que uno. Considere

el núm ero racional simbolizado por el num eral mixto 4-jL Por definición
6

esta es una notación abreviada del num eral 4 - h Í  Puesto que otra expre-
o

24
sión de cuatro es podemos escribir
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, 1 24 f i
4 +  6 = 1T t 6

25 
”  6 ;

.  .  2 5  1 ■ '  A  1 A 1 - 2 5  Ay por tanto — expresa el mismo numero que 4 A la inversa —  puede
o o o

24 1 .escribirse como la suma d e — + y podemos invertir los pasos anteriores

para obtener 4  Sin embargo* si deseamos podemos escribir

25 18 7 , 12 13 6 , 19
— como —  4- -r ó —  4- — o también -  +  -=-f6 6 6 6 6 6 6

y obteniendo los numerales mixtos correspondientes tenemos

* 1  9 Ü  , 19
3 6’ 6 ’ y 6 ’

respectivamente* todos son equivalentes a 4~. E n Ja práctica, la expresión
6

más simple para  un num eral mixto es aquella en la que el num eral se 
compone de la expresión del núm ero entero más grande posible como 
una parte y una fracción que en su form a más simple (m enor que la

unidad* desde luego) como la  o tra  parte. Por tanto* 4 ~ es la expresión
6

más simple para el núm ero racional que simboliza; otras expresiones son
7 13 19 23 _  o —  1 — ó 4 —
6’ 6 3 6 * 12"

No obstante* en los algoritmos de la adición y de la sustracción que se
emplean con numerales mixtos es frecuente encontrar otras expresiones
diferentes de la expresión m ás simple, y en algunos casos es preferible
emplearlas. Por ejemplo, tra ta r de obtener o tra  expresión del número

1 2  1 8 -  —5-* el numeral 8— puede reemplazarse por el num eral mixto equiva- 
3 3 3

4
lente 7 de aquí tenemos

4 2 2
7 - ^ 5 - es igual a  2 - .

Por selección podemos saber cuál es el num eral m ixto que deba em 
plearse en un problema determinado* y esta selección en general se basa 
en la conveniencia. Esto es* debe emplearse el num eral más adecuado 
para el problema. Es conveniente evitar el empleo de numerales mixtos,
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excepto en casos raros; por ejemplo, cuando estamos trabajando con expre
siones en las que intervienen productos y cocientes, ya que para estas 
expresiones las fracciones facilitan mejores y más simples medios de traba
ja r  con ellas.

E n general, es preferible emplear los numerales mixtos como símbolos
de números racionales cuando empleamos estos números para  expresar

7 1 . 1
magnitudes físicas, como en 23 —  centímetros, 4  -  kilos, 3 -  horas, y otras

lo  ¿i T
semejantes.

G ru p o  de ejercicios 3

1. Escriba tres fracciones más, o pares ordenados, en cada una de las si
guientes clases de equivalencia.

a) { ( 2 , 3 ) ,  ( 4 , 6 ) ,  ------------ , ------------- , _ ---------- ,  . . .}

b) {(3, 5), (6 ,1 0 ) ,----------, ----------- , ---------- , . . .)
10
1 2 ,   ,  ,   ,  .  .c)

d)

2. Em pleando tres formas diferentes exprese cada uno de los siguientes 
números como la suma de un núm ero entero y un núm ero racional.

1
3

, 22 
C) Y

2— como

— — j ------------ 3 ---

6 j

como ------ > ----- ----— 5 ~

3. O btenga el num eral m ixto más simple, que exprese a cada uno de los 
números racionales representados por



28 SISTEMAS DE N U M ER A C IO N  PARA LOS NUM EROS RACIONALES

¿ £ ¿ J ¡¡¡o n e sb á s¡ca s

U na fracción que tenga por denominador a una potencia de 10, como 

por ejemplo ó puede llamarse, por brevedad fracción básica.

Se recordará que 10°= 1. Algunos ejemplos de fracciones básicas son.

15 3 71 3 173512
l  ’ 10’ 100' 1000’ y 10 000

El sistema de numeración de base diez, que se desarrolló para simbolizar 
a  los números enteros (ver cuaderno 3: Sistemas de numeración para 
los números enteros) puede extenderse para  establecer símbolos adecuados 
para los números racionales expresados por las fracciones básicas. (Real
mente, este sistema puede extenderse más, de tal m anera que se encuentren 
símbolos convenientes para  todos los números racionales, pero fijémonos 
primero sólo en aquellos representados por las fracciones básicas.)

Recuerde que “437” es un símbolo abreviado que expresa la suma de 
400+ 30  +  7, en la que cada uno de los sumandos es el producto de un 
número dei conjunto de los dígitos

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 

y una potencia de diez. Por lo que 400 +  30 +  7 puede escribirse como

( 4 x í0 0 )  +  ( 3 x i 0 )  +  ( 7 x í ) >  ó ( 4 x l 0 2) + ( 3 x l 0 x) +  ( 7 x l 0 ° ) .

Las potencias de 10 que se emplean en esta notación se llam an valores 
posicionales de las posiciones ocupadas por los dígitos 4, 3 y 1. Parece 
natural, por esto, extender esta notación para  incluir sumas como las si
guientes

710 100 1 1 000 ’

en donde cada sumando es ei producto de un núm ero del conjunto de los 
dígitos

(0, i , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

y el recíproco de una potencia de diez. Entonces, podemos escribir la suma

4 3 7-i,-— .*.——  como a
1<T 100 ^ 10007 (4X10’) + (3X102) + (7X103)'

Si además estamos de acuerdo en que puede abreviarse esta suma mediante 
el símbolo “437”, tendríamos exactam ente una contraparte de la notación
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que desarrollamos para  los números enteros, asignando, esta vez, valores

posicionales y "0 0 0  a  *aS Pos*c*ones a u p a d a s  por “4”, “3” y “ 7”

respectivamente. Desde luego que no podemos em plear el numeral “4371 
para  expresar tanto a

(4 x l 02) + ( 3 X 101) +  ( 7 x 10°) y ( 4 x í l v )  +  ( 3 X +  ( 7 X

sin crear confusión.* Por lo que, para indicar si deseamos expresar los 
valores posicionales como potencias de diez o como recíprocos de las 
potencias de diez, empleamos un punto (llamado plinto decimal) para 
separarlos. Todas las posiciones ocupadas por dígitos que se encuentren 
a  la derecha del punto tienen como valor posicional el recíproco de las 
potencias de diez. Entonces, “437” significará

( 4 x  1Q2) 4- ( 3 x  10l ) -f (7 X 10°),

mientras que 0.437 significará

(4 X10*)+(3 x 105)+(7 x ÍO2)-
Por otro lado, los numerales mixtos en que la expresión de racional son 

fracciones básicas pueden expresarse en form a ventajosa por esas potencias.
9 9Por ejemplo: 17 puede escribirse como 17+  — . Y esto puede escribirse

9
17.9, porque según hemos acordado —  puede expresarse como 0.9; y además

nuestro sistema tiene como parte de su estructura una suposición en lo que 
respecta a  la adición de múltiplos consecutivos de las potencias de diez. 
(Observe que hemos escrito 0.9 en vez de .9 para asegurarnos de que el 
punto decimal no pasará inadvertido.) Entonces:

1 7 . 9 = ( l x l O ' )  +  ( 7 x l O ° ) + ( 9 x ^ Tj  •

Desde luego que no todas las fracciones básicas tienen como numerado
res únicam ente a  los elementos del conjunto

* Vale la pena observar que esto es exactam ente lo que  hacían los antiguos 
babilonios en: el sistema de num eración que empleaban, aunque usaban el 60

como base. Entonces, el símbolo babilonio V se empleó como 60, 1 , 6  -i- , así como
60

otras potencias de  60, y el que examine sus escritos, tiene que in terp re tar Ja intención 
valiéndose del contexto. Ignoramos h as ta  qué grado confundían esto los babilonios.
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{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

♦ = 27Considere la siguiente fracción básica Las consideraciones que hemos 

hecho con respecto a  la notación desarrollada, como en

(44 ) +(3><íf) +(7x®)
o su equivalente,

(4 x  ~j) + ( 3 X 2 Jo) + ( 7 X 1 ooo)

se han tomado sólo según el caso en el que en cada producto uno de los 
factores se exprese m ediante numerales de un dígito (el otro factor es una 
potencia de diez, o sea el valor posicionai de la posición). Esto significa

que no podemos escribir directam ente ^27 x  jj!—j  porque “27” contiene

27 20 7dos dígitos. Sin embargo, es claro que podemos escribir como ^qq +  J qq

20 . 2 
y que es equivalente a  — (que es otro símbolo para  el mismo número

27 2 7racional), así que es equivalente a  ~  *4- yyy. Entonces, po r definición

27 2 7
:tx +  t~ = 0 .2 7 .100 10 100

. 3 7Como siguiente ejemplo considérese la fracción —q— 3 que es equivalente 

30 7 3 7
fooo + rooo’ 0sea l o o + T odo' Esta expresión pucde escribirse así:

( °  x  10)+{¿x 100) + ( 7 x  1000)*

Observe que no hay un  sumando que sea m últiplo de yyj en la expresión

^3 X — )  +  ^7 X f^Q Q ^ Pero Ya clue Por *as propiedades de nuestro sis

tema de numeración debemos incluir un num eral cuyo valor posicionai sea 

y - , incluimos a 0 X —  como sumando. Entonces

( ° x  10) + ( 3 x  100) + ( 7 x  1000)
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es equivalente a 0.037, De m anera similar puede demostrarse que la fracción
327 432 389

es equivalente al num eral decimal 0.327, a  0.0432 y 27
1 000 ’ 10 000 y 1000 
a 27.389.

Veamos nuevam ente los ejercicios del párrafo  anterior y observemos, por 
ejemplo, que:

27
En la fracción J qq hay dos ceros en el num eral del denomi

nador y que en el num eral decimal 0.27 hay dos dígitos a  la 
derecha del punto decimal.

432E n la  fracción ^  hay cuatro ceros en el numeral del de

nom inador y que en el num eral decimal 0,0432 hay cuatro 
dígitos a  la derecha del punto decimal.

E n todo caso, el núm ero de ceros que tiene el num eral del denominador 
de la fracción básica es el mismo que el núm ero de dígitos que hay a 
la derecha del punto decimal, en el num eral decimal.

Las fracciones básicas que representan números mayores que uno, pero 
que no son enteros, son equivalentes a  numerales decimales que tienen 
parte entera y parte fraccionaria. Por ejemplo:

2357 _  2300 57 
100 ”  100 100

~ 2 3 - f ^
“  • 100
=  23.57.

A la inversa, para  un num eral decimal finito dado, también es posible 
encontrar una fracción básica equivalente. Por “finito” se entiende que el nu
m eral decimal tiene un dígito, diferente de cero, que pone término al 
numeral. Por ejemplo, el num eral decimal 0.333 . . . ,  no es un num eral finito 
ya que vemos que el dígito 3 se repite periódicamente sin fin. Si un numeral 
decimal es finito puede obtenerse directamente su correspondiente frac
ción básica.

°-237=  r a s - a 0 8 i a =  y 3-7 9 =  m

327Se justifica el hecho de expresar 0.237 como  ̂qqq* porque al escribir 

0.237 en la form a desarrollada, tenemos
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( 2 x 10)  + ( 3 x 10ü)+ ( 7 x 1000 ) ’

que es equivalente a
7l ( r  100 M  000 '

Em pleando el procedimiento usual para  expresar sumas como estas, las 
primeras dos fracciones pueden reemplazarse con fracciones equivalentes 
cuyo denominador sea 1 000, por lo que tenemos

200 , 30 ,
1000^1000  1000'

de lo que obtenemos
200 +  30 +  7 , 237

o1 000 9 1 000
En general no emplearemos este proceso, pero en realidad cualquier nu 
meral decimal finito que represente a  un número racional m enor que uno 
puede escribirse directamente como una fracción básica. Para esto em plea
mos la siguiente regla: la fracción tendrá como num erador al número 
entero simbolizado por los dígitos del numeral decimal (por ejemplo, 237 
para  el numeral 0.0237, 54 p ara  el numeral 0.0054, o 3 para  0.3) y tendrá 
como denominador a  Ja potencia de diez que corresponda al valor posición al 
de la posición que ocupe el último dígito del numeral decimal (por ejemplo, 
10 000 para  el num eral 0.0237, 10 000 para  0.0054 y 10 para  0 .3). Entonces,

72 720.72 es equivalente a  —  , ó — ;

302 302
0.0302 es equivalente a — , o sea Yq-qqqÍ

4 4y 0.00004 es equivalente a o sea Jqqqqq»

La equivalencia entre las fracciones básicas ^tales como Y los nu

merales decimales (tales como 0.16) nos proporcionan una guía para  leer 
numerales decimales que corresponden a números racionales menores que 
uno. Las palabras "décimos”, "centesimos”, "milésimos” , etc., se asignan a 
los valores posicionales correspondientes y para leer numerales decimales, 
sólo necesitamos ver cuál es su último dígito, que en general es diferente de 
cero, aunque puede ser cero. Entonces se lee a  0.023 como "veintitrés milé

simos” ; porque el último dígito tiene como valor posicional j ^ qq
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Algunas veces* por una razón o por otra* los numerales decimales se 
escriben terminados en uno o más ceros, en estos casos los ceros deben 
incluirse al leer el numeral. E n el ejemplo anterior puede escribirse el 
num eral 0.0230 en lugar de 0.023* y en este caso se lee “doscientos treinta 
diezmilésimos” en lugar de “veintitrés milésimos” aunque es evidente que 
ambos numerales representan el mismo núm ero racional. L a figura 5 mues
tra  el nombre que le corresponde a  los valores posicionales de varias posi
ciones que están a  la derecha del punto decimal* en un  num eral decimal.

. 1 2 3 4 5 6 7 8 9

^  ÉLc 2'
2. -•8 3
p  . £><T>
G.
3

F igura 5

r>
r ty<■*-

oKA

AS Na.  3
o

CL n 
rp fí

O- <"> 3
m n> ^ ♦3 5— N w MO b a
r- 3 5.  S

V3Crt V) "

OV» O O
O
3
V»

Ot/3

Osc-
1/3

3 3otA

general, se prefiere emplear numerales decimales como 
símbolos de números racionales en trabajos científicos* o en los 
casos que sea necesario* o que se especifique.

Fracciones equivalentes a fas fracciones bá$jc$s

Existe otra clase de fracciones que* aunque a primera vista no parecen 
fracciones básicas* son equivalentes a dichas fracciones* esto es* fracciones 
que tengan como denominador una potencia de 10. Existen fracciones cuyos 
denominadores contienen como factores sólo dos números, que son 2 y 5. 
Algunos ejemplos son

i 3 7_ H _L H 3 2U
2’ 5’ 20’ 40’ 50’ 8 0 ’ 7 160'

Además*

h  cs * 2 ^ 5 -  0 2 ^ 5 ;
* R ecuérdese que en los Estados U nidos y F rancia  a la can tidad  1 000 000 000 

(m il m illones) la llam an biFón, m ientras que nosotros la llamamos m illar de 
m iüón o sim plem ente mil millones, y en consecuencia, milmillonésimos y no billo- 
nésimOí ; es la 9* posición a la derecha del pun to  decimal. [N. del T.]

Cuaderno de Matemáticas No. 7 —  3
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11 . . 11 l i
40 “  etJUJva]ente » 2 x 2 x 2  x ~5~ °  “ *  F S 5 ;

5 Ü  “  " l " ; “ l e r " e  a  °  s “  2 x 5 * ;

13 . , 13 13—  es equivalente a r — ■=— 0 o sea
80 n 2 x 2 x 2 x 2 x 5 ’ 2 * x 5 ’

211 . . 211 211 
y —  eS equivalente a  2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 5 , o  sea ^

Siempre podemos obtener fracciones básicas equivalentes a  tales fracciones, 
con sólo m ultiplicar el num erador y el denom inador de la fracción por un 
factor adecuado, ya sea 2 ó 5, tomado el número adecuado de veces para 
que el denominador sea una potencia de diez.

Para esto, recordemos que si se m ultiplica por un mismo núm ero natural 
tanto el num erador como el denom inador de una fracción dada, el resultado 
será una fracción equivalente a  la  fracción dada. Por ejemplo:

3 3 x 5  15 í 1 x 2  2 5 5 x 2  10
5 “  5 x 5  ~  25’ 2 “  2 x 2  ~  4 ' y 8 “  8 x 2  “  16*

Ahora sí, ya podemos obtener una  fracción básica equivalente a  basta

con m ultiplicar tanto aí num erador como al denominador, por 5 para
5obtener la fracción equivalente — . Si deseamos obtener una fracción básica

equivalente a procedamos
40

11 11 11
40 2 X 2 x  2 x  5 2s ^ 5 f

y observemos cómo en el denominador 2 se halla tres veces como factor, 
en cambio 5 aparece como factor únicamente una  vez. Por tanto, m ulti

plicando el num erador y el denom inador de $ Por °  ^  obtenemos

°  sea qu c es una fracción básica. Piemos, por decirlo así,23x 5 x 2 5  1 000 H 31 3

“ introducido” dos factores 5 en el denom inador de * -  -  para  obtener el
r X 5

denominador 23 X 53, que es 10* ó 1 000. Realm ente debemos observar que 
si el núm ero es una potencia de 10, debe contener a  2 como factor el mismo 
número de veces que a  5 también como factor. Para obtener la  fracción

básica equivalente a  ~r, por ejemplo, observamos que
9y
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1 1
50 2x5**

por lo que es necesario en este caso introducir a 2 como factor adicional, 
ya que el resultado del denom inador será 22X 5 2, ó 100. Por tanto, m ul

tiplicamos por 2 el num erador y el denominador de para obtener

1X 2 a 2 _ .
50X2* °  S TOÓ ^U° CS Una *raccion kasica.

Obtengamos, como último ejemplo de este proceso, una fracción básica
13equivalente a  — . El denom inador puede escribirse en form a factorizada
ou

como 24x 5  y como se ve, es necesario que 5 esté tres veces como factor
para  que se tenga una potencia de diez. Entonces, multiplicamos al nu-

13m erador y al denom inador de —  por 5S y obtenemos

13 x 5 3 13X125 
80 x 5 3 80x125’

. . 1625
que es equivalente a  J ^ qqq-

Puesto que las fracciones cuyos denominadores son productos de las po
tencias de 2 y de 5 son equivalentes a las fracciones básicas, entonces 
pueden expresarse como numerales decimales. Por ejemplo, vemos que
1 . 5— es equivalente a  — , así que podemos escribir

2 10 

1 1 -  275
40 1000 '

5 0 “ T00” 0-02’
y

13 =  - l1?.25 . =  0.1625.
80 10,000

A la inversa, todo num eral decimal finito es equivalente a una fracción 
cuyo denom inador contiene como factores potencias de 2 y de 5 solamente; 
y ta! fracción puede obtenerse de cada numeral, escribiendo, de esta forma, 
d  numera] como fracción básica. Por ejemplo:

de igual modo
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0176== 176 _ 176 24x l l  2x11 22
1000 28x 5 3 23x 5 8 5a 125

0 2 5 - 2 l = ~ ™ - = ±  = lu . » - i o o  22x 5 2 22 4 '

G ru p o  de ejercicios 4

1. Em pleando exponentes, exprese con notación desarrollada cada uno de 
los siguientes números.

Ejem plos: 0.327 =  (3  X + ( 2  X + ( ?  X

a) 21.47 c) 30.1039

b) 165.036 d ) 0.807

2. Obtenga la fracción básica que corresponda a  cada uno de los siguientes 
numerales decimales finitos.

a) 0.417 c) 0.06 e) 14.12

b) 3.208 d) 8.005 /)  10.075

3. Obtenga los numerales decimales correspondientes a  los números repre
sentados por cada una de las siguientes fracciones básicas.

. 169
a )  103

\ 24 
 ̂ 10= <*> o 

p
i-i 

Oí

205 
b )  10* d ) J q S / > -  J )  10s

4. Exprese a los siguientes números como producto de factores primos.

a) 40 c) 160 e) 20

b) 80 d)  800 /)  50

5. Exprese los siguientes números como fracciones básicas si es posible, y 
después como numerales decimales.
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Ejemplo:

40 2x2x2x5 
7

“ 29x5 
7 52X r r2a x 5 5-

7 x5a
2a X 5a 
175 
1000 

=0.175

. 3 , 9  . 1 3
50 ^  40 ^  20

m 13 Ü  _ L
 ̂ 80  ̂ 25 ^  120

Aft/mera/es cfec/Vna/es y 0/ alooritmo de /a rf/V/s/o

El algoritmo de la división que empleamos para obtener cocientes de 
números enteros (ver cuaderno 4: Algoritmos de las operaciones con nú
meros enteros) puede emplearse tam bién para  obtener numerales decimales 
que expresen números racionales equivalentes a fracciones básicas, esto es, 
fracciones cuyo denom inador sea una potencia de 10. Para darnos cuenta 
de la form a como puede hacerse, recordemos que todo núm ero racional 
puede considerarse como el cociente de dos números enteros, o sea la frac

ción 7  expresa el cociente que se obtiene cuando el número entero a se 
b

divide entre el núm ero entero, diferente de cero, b. El algoritmo de la divi
sión se emplea para obtener otro símbolo de tales cocientes. Por ejemplo.,

85otra expresión de — puede obtenerse de la siguiente m anera:
•J
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donde “ 175 es el símbolo deseado. Si aplicamos nuevamente el mismo pro

ceso a ^  obtenemos

17
5 ) 87 

5
37
35
2

donde tenemos como residuo 2 y por tanto

17-
5 5 '

Recuerde q u e ^ n ^ u . ?  =  174 .?
M 5 5 5 5 '

2En numeración decimal expresamos 17 ^  como 17.4.

Consideremos ahora el problema de obtener el num eral decimal que
3

corresponde a una fracción, po r ejemplo, a  £ ,  Esta vez al em plear el algo

ritmo de 8 ) 3 nos damos cuenta de que no podemos obtener ninguna infor
mación útil al tra ta r de seguir el procedimiento. Esto es, tenemos que

0
8 ) 3 

0
3

3 3y el algoritmo no nos dice nada puesto que 0 4 -—, es -  , o sea la fracción
8 8

original. Sin embargo, es muy conveniente observar que, para el número
3 000 3

racional —-—•, que es exactamente 1 000 veces -  al aplicar el algoritmo
o 8

tenemos

375
8 ) 3000 

24 
60 
56 

40 
40
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3 000 , 3 000 1 ___ . ,
Esto es,——— =^375. Pero sabemos que — — es 1 000 veces el numero 

8 o
3 3racional así que 375 es 1 000 veces el resultado de Entonces, si divi- 
8 &

3
dimos 375 entre 1 000, el resultado debe ser •£, esto es

o

375 3
1000 8'

Podemos com probar este resultado observando que 375 X 8 =  3 X 1 000. Pero 
375y qqq puede expresarse como numeral decimal 0.375. Entonces^ hemos em-

3
picado el algoritmo para  obtener el resultado g  ^0 .375 , considerando

3000
8 =  375.

3 3Nota. Em pleando fracciones, -  =  - x l
8 8

8 * ^  1 A 1000/

1 } 1000 
3000 1A8 1000 

=  ^ X  11 1000-

Puede seguirse este procedimiento si notamos que

375 
8 ) 3 000

es un  enunciado que indica que

3TO0 
8 J

y si dividimos ambos miembros entre 1 000 obtenemos

=0.375,
O

al emplear el algoritmo correspondiente tenemos que

0.375 
8 ) 3.000
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Analizando el algoritmo desde el principio, podemos observar con detalle 
e] procedimiento, para esto comenzamos por

8 T T ooo,
y continuando el procedimiento

0.375
8 ) 3.000,

2 4
60
56

40
40
0

en donde e! algoritmo se aplica a  —, pero al tomarse en cuenta el punto

decimal de 3.000, y al incluirse un punto  decimal en 0.375, el proceso pudo 
aplicarse a  8 ) 3

13De igual modo, p a ra  obtener el numeral decimal equivalente a  — -

podemos emplear el algoritmo para encontrar y dividir el resultado
oü

entre 10 000, o también, proceder directamente.

0.1625 
80 ) 13.0000 

8 0
5 00 
4 80

200
160
400
400

Observemos que en este ejemplo, en lugar de considerar 1 000 veces el

número racional lo consideramos 10 000 veces, esto es — ¿Cómo
oU 80

podemos saber, en cada caso, cuál es la potencia de diez que debemos em
plear como factor? La respuesta la encontramos al aplicar el algoritmo 
como se aplicó anteriormente y éste nos lo indicará; sólo necesitamos con
tinuar su aplicación hasta obtener cero como residuo (desde luego, en caso 
de división exacta).

Por ejemplo, considérese el problema de obtener un num ero decimal 
19equivalente a — . Podemos principiar el algoritmo como sigue:
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40 ) 19.0 

y continuamos de la siguiente m anera

0.4
40 ) 19.0 

160
3 0

Puesto que el residuo es diferente de cero, en lugar de 19.0 emplearemos
19.00, o tra expresión para  el mismo número, repitamos el proceso:

0.47 
40 ) 19.00 

16 0 
3 00 
2 80 

20

Como ei residuo no es cero aún, reemplazaremos a  19,00 por su equivalente 
19.000; tenemos 0 475

40 ) 19500"
160 

3 00 
2 80

200
200

0
19Concluimos que —  =  0.475. Desde luego en este caso se aplicó el algoritmo

19
de los números enteros al núm ero racional —  multiplicado por 1 000, esto

es, - solo que se conservó el punto decimal en 19.000 y se incluyó un

punto decimal precediendo a los dígitos en el numeral cociente. Además, 
no es necesario reemplazar 19.0 por 19.00 y luego por 19.000, como se hizo; 
basta con agregar ceros a la derecha de 19.0.

Tam bién puede adaptarse este procedimiento a  cocientes tales como
19

q"q^> en l°s 9ue e* denominador no es un núm ero entero, sino un número 

decimal. En tal caso, procedemos como sigue
19 __ 1 900

0.04 4
y continuamos el proceso en la forma acostumbrada.
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Pero este proceso no es la única form a que puede justificar la utilidad 
de la aplicación del algoritmo para  este propósito. En realidad, puede de
mostrarse la validez del algoritmo recurriendo directam ente a las propieda
des del sistema de num eración decimal y a  las propiedades de los núm e
ros racionales. Señalemos que el algoritmo puede emplearse para obtener 
numerales decimales que expresen cocientes cuando se aplica a pares de 
enteros adecuados — adecuados en cuanto a que existan numerales deci
males finitos que expresen a  esos cocientes. Hemos visto que esto ocurre 
siempre que el divisor contenga únicamente potencias de 2 y 5 como factores.

H asta ahora hemos analizado la determinación de numerales decimales 
correspondientes a  números racionales representados ya sea por fracciones

básicas p a le s  como o por fracciones ^como j p  equivalentes a frac

ciones básicas. Pero si la más simple expresión fraccionaria de un número 
racional cuyo denominador contiene como factor cualquier núm ero natural 
diferente de 2 y 5, entonces no es fracción básica equivalente.

Por ejemplo, considere la fracción i ,  en la cual el denom inador tiene 

por factores 2 y 3. Suponga que hubiera una fracción básica equivalente

a —; es decir, que hubiera una fracción en donde a  es un núm ero entero

y n un núm ero natural, de m odo que

1 a 
6 =  10*

Sabemos que lo anterior es cierto si, y sólo si,

1 x  !Qn =  6Xtf

M as el número indicado en el miembro izquierdo de esta ecuación tie
ne como factores primos sólo o 2 y a  5, en tanto  que el segundo miembro tiene 
a  3 como factor (a puede ser cualquier núm ero entero), porque un factor 
de 6 es 3; por tanto, no es posible que el miembro izquierdo y el derecho de 
esta ecuación sean iguales, y entonces no podemos obtener una fracción

básica, equivalente a  7 . Podemos apoyarnos en un argum ento semejante a
o

éste para demostrar que las fracciones en su forma más simple, encuentran
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fracciones básicas equivalentes sólo si sus denominadores tienen exclusiva
mente potencias de 2 y 5 como factores (para una discusión más completa 
de los factores de los números enteros, ver el cuaderno 5: Números y  
sus factores).

Por tanto, es cierto que no siempre podemos obtener un numeral deci
m al finito equivalente a u n a  fracción dada, porque no siempre existen 
tales numerales. Sin embargo, es posible obtener decimales numerales finitos

“aproximados” de números racionales tales como g tan  próximo a  lo que 

se quiera. Por “aproximados55 entendemos que sus numerales expresen

números racionales que difieran del núm ero racional g  (en este caso) en

u n a  cantidad tan pequeña cuanto se desee.
Analicemos un procedimiento m ediante el cual podemos hacer tales 

aproximaciones, empleando otra vez el algoritmo de la división de los n ú 
meros enteros. Suponga que deseamos obtener una aproximación del or

den de más o  menos, a  esto es, queremos obtener la expresión de
o 1 UÜU

un  núm ero raciona] que difiera de — en menos de -■ Si antes consi-
6 1 000

deram os el problema de obtener un num eral mixto de 1 000 veces o  sea

1 000
—7—. tenemos 6

166 
6 ) 1000 

6
40
36
40
36

4

5o que significa que

1000 4 2
~ 6 =  6 =  3‘

1 2Ahora, para  relacionar lo anterior con debemos dividir 166^ entre 1 000.
o 3

Por definición,
2
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y tenemos

1 6 6 + 3 166 3
— TX7TX i1000 1000 1000 

2=  0.166 +

=  0.166 +

3000
1

1500-

Puesto que - es m enor que -  podemos estar seguros de que 0.166

no difiere de 7: en más de como se quería, y entonces 0,166 es unao 1 UUU

aproximación aceptable respecto de p.
o

Como segundo ejemplo considere el problema de obtener una apro-
, 3

ximación en numeración decimal en relación a — , que difiera en menos
14 1

de |0  qqq  ̂ Sigamos ahora el algoritmo abreviado, conservando el pun to  

decimal en el dividendo que llevaremos al cociente; entonces

0.2142
14 ) 3.0000 

2 8  
20 
14 

60 
56

40
28
12

3 1¿Es 0.2142 un número racional que difiere de —  en menos de ? E í
14 10 000

residuo de la división anterior fue 12. Aparecerán los mismos dígitos en

el residuo* si multiplicamos por 10 000* para  obtener ^  y después de
14

12
aplicar el algoritmo obtenemos 2 142—. Por tanto* al dividir entre 10 000*.
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2142  12 * f n01/iO .... , 3  12
tencra0s lÓÜÓÓ +  HOOÓÓ- Asi que °-2142 dlfiere de 4 Í e n l4Ó 000 ' Per°

12 0 I

1 4 0 0 0 0 =  Woüü> que es menos q u e Tom  y por ende °-2i42 65 accptable
4 rcomo una aproximación.

E n la práctica, si la exactitud requerida se especifica en unidades,

suspenderemos el algoritmo si encontramos el «alirao dígito a la derecha 
del punto decimal; entonces el numeral decimal obtenido así, será una apro
ximación satisfactoria.

G ru p o  de ejercicios 5

1, ¿Cuáles de las siguientes fracciones no tiene num eral decimal finito 
equivalente? Para resolver esta pregunta examíne únicamente el deno
m inador, e indique por qué, basta con eso,

. 5  17 2 n  19 , 8
^  6  ̂ 40 ^  3  ̂ 50 ^  11

2. O btener un num eral decimal finito como aproximación del orden de 

-  q-qq de cada uno de los siguientes números racionales.

x 5  , x  1 3  x 7

0> 9 4) 21 e) 1 5

N ú m e r a f e ^ d e i ^

E n la sección anterior indicamos que respecto de ciertos números racio
nales no existen numerales decimales finitos, y esbozamos un método para 
obtener aproximaciones satisfactorias a dichos números.

Sin embargo, existe una propiedad de los numerales decimales que re
presentan números racionales, que nos perm ite relacionar todos estos nu
merales con fracciones.

Volvamos al problema de obtener cierta aproximación a  — , mediante

un num eral decimal. Aplicando el algoritmo de la división obtenemos lo 
siguiente.
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0.2142857 
14 ) 3.0000000 

2 8  
20 <—■ 
14
60
56

40
28
120 
112

80
70
100 

98
2

3
Observe que hemos obtenido 0.2142857 como una aproximación a yy- y,

en ei proceso, encontramos o tra  vez a  2 como residuo. Es apropiado, en 
este caso, em plear la expresión "o tra  vez”, porque hecha la primera división 
también obtuvimos 2 como residuo; y después de esto, ya que al dividir 
20 entre 14 el resultado fue 1 y el residuo 6, obtendremos este resultado 
si dividimos una vez más 20 entre 14, Esto es, el siguiente dígito de una

3aproximación decimal más exacta respecto de yy- será 1- Entonces teníamos

0.2142857
después tendremos

0.21428571.

D e modo parecido, podemos esperar que el residuo que se obtenga cuando 
restemos 1 x 1 4  de 20 sea nuevamente 6, y el siguiente dígito de mayor 
aproximación será 4; entonces tenemos

0.214285714.

Realmente debemos esperar que la secuencia completa de dígitos 142857 se 
repita, para producir la aproximación

0.2142857 142857.

Y en este momento el residuo en el algoritmo será otra vez 2 y la secuen
cia volverá a  repetirse. Entonces, esta secuencia continuará indefinidam en
te, esto es
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~  =0.2142857142857142857,14

en donde la  barra  encima de 142857 indica que el grupo 142857 se repite 
indefinidamente. Los numerales decimales que tienen grupos de dígitos que 
se repiten sin fin* son llamados decimales periódicos.

Considérese como otro ejemplo el problema de obtener un numeral de-
3

cimal equivalente a  ~  . Tenemos
■•■i

0.136
22 ) 3.000 

22
80 <- 
66
140
132

8

donde vemos que el residuo 8 es u n a  repetición del prim er residuo. Puesto 
que este residuo iniciará una duplicación exacta de la prim era parte del 
algoritmo, podemos esperar ía repetición de cierto grupo apropiado de dí
gitos en el cociente — en este caso, el grupo es 36. Por tanto

3
22

=  0.136,

donde 0.136 no se considera como u n a  aproximación a  —  sino como un

3numeral equivalente a la fracción Otros ejemplos son

í= 0 .3 ,

i =0 .16 ,

144 1 ^ 0 .9 3 ,
15

§ = o m

Reflexionando un poco acerca de lo que ocurre en el algoritmo de la 
división, nos daremos cuenta de que es posible que todo numero racional
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pueda representarse ya sea po r un num eral decimal finito o por un decimal 
periódico. E n el proceso de obtener un num eral decimal equivalente a  la

fracción donde a y b son números enteros y b no es 0, se aplica el algo

ritmo de la división para  dividir a entre b . El residuo en cada paso del 
algoritmo será uno de los números enteros desde 0 hasta uno m enor que b; 
es decir fe —1. Si el residuo es 0 en cualquier paso, entonces hemos encon

trado un numeral decimal finito equivalente a 7-. Suponiendo que no se
fe

obtenga cero como residuo, entonces tendremos fe — 1 residuos posibles, así 
que en fe — 1 pasos tendremos que repetir algún residuo y u n a  vez que esto 
suceda habremos obtenido un grupo periódico de dígitos. Consideremos

3un ejemplo específico, obtengamos un num eral decimal que exprese a

Encontramos que es 0.2142857, y repetiremos aquí el algoritmo como refe
rencia y en cada paso se indica el residuo encerrándolo en un círculo.

0.2 1 4 2 8 5 7
14= ) 3 .00  0 0 0  0 0  

2 8
@0
1 4
© 0
5 6

© 0
2 8

W  
1 1 2

(S)o
7 0
íjp O

9 8

Podíamos haber supuesto, antes de empezar la división, que el residuo, des
pués de la prim era sustracción, sería uno de los números enteros del 1 al 13, 
inclusive. N o podíamos esperar que fuera 0 en este caso, porque el divisor 
contiene un factor que no es potencia de 2 ó de 5; ese factor es 7. Si el 
prim er residuo hubiera sido 3, entonces tendríamos como cociente el decimal
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periódico 0.2. Sin embargo, el residuo fue en realidad 2. Si el siguiente 
residuo hubiera sido 2 6 3, entonces tendríamos un ciclo y hubiéramos ob
tenido un grupo periódico de dígitos en el cociente; pero el residuo fue 6 . 
Por tanto, continuamos el algoritmo y en cada paso obtenemos como residuo 
alguno de los números enteros del 1 al 13, inclusive, y en cada uno de 
estos pasos comprobamos para  ver si el num ero es 3 o si es otro que se ha 
tenido anteriorm ente como uno de los residuos. Esto seguramente ocurrirá 
dentro de las trece prim eras divisiones, en realidad esto ocurre en la sép
tima, en la que aparece el 2 como residuo por segunda vez, y obtenemos 
el grupo de repetición do dígitos 142857. U na  situación semejante se pre
senta siempre que se divide un núm ero entero entre otro que sea diferente 
de cero, no obstante el grupo de repetición (periodo) de dígitos puede ser 
m uy grande.

F r a c c i o n e ^ e m ^

D ada cualquier fracción que sea la expresión más simple de un número 
racional, cuyo denom inador contenga factores diferentes de 2 y 5, podemos 
em plear el algoritmo de la división, para  obtener un decimal periódico equi
valente. Recíprocamente, dado cualquier decimal periódico, es posible obte
ner una fracción equivalente cuyo num erador y denominador sean números 
enteros (el denominador diferente de cero), lo que significa que todos estos 
números decimales son expresiones de números racionales.

Antes de describir en detalle .el procedimiento que se emplea para obte
ner lo anterior en el caso general, examinemos dos ejemplos específicos. 
Supongamos ahora que hay un núm ero racional expresado por 0.234234. Si 
consideramos que la letra n  es otra expresión de ese número, entonces po
demos escribir

n =  0 .234234234....

Si multiplicamos este núm ero por 1 000 podemos representarlo por 1 000 X n 
o por 1 000x0 .234234234 ... Puesto que estas expresiones también simbo
lizan al mismo núm ero tenemos que

1 0 0 0 x « = l  000x0.234234234..

=  234 .234234 ....

Ahora, puesto que 1 000X n seguramente es mayor que n (o 1 X n ) , podemos 
restar k de 1 000x n ,  es decir, en este caso podemos restar 0.234234234... 
de 234.234234234... y podemos demostrar que estas diferencias son iguales 
efectuando la sustracción de la siguiente m anera:

Cuaderno de Matemáticas No.  7 —  4
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1 000 X » «  234 .234234... 
l X » =  0 .234234 ...

999 x a  =  234 .000000 ...;

esto es, sí restamos 1 X n  de I 000X n ,  m ediante la  propiedad distributiva 
obtenemos como resultado 999X n, y si restamos 0 .234234234... de
234.234234234..., obtenemos como resultado 234. Además estas diferencias 
son iguales, porque el núm ero expresado en las sustracciones es el mismo. 
Ahora, si 999X n y 234 expresan el mismo número, entonces 999xw  divi
dido entre 999 debe ser el mismo núm ero 234 dividido entre 999. O  sea

999 X n _  234- 
999 999*

999 x  n 999 999
Per°  ~ 999 °S ° tra exPrcsión de 999 X n , y como ^  =  1, tenemos

, , 234
999ro
234n —
999’

Por tanto, hemos demostrado que si se tiene el núm ero racional n, 
tal que

n =  0.234,
entonces tenemos

234 
n ~  999'

A la inversa, mediante el algoritmo de la división es fácil demostrar que

234 ___
£ £ l — o 234999

Por tanto, hemos encontrado una fracción equivalente al decimal periódico
  234

0.234. Podemos expresar - ggg- ! de una m anera más sencilla dividiendo el

26num erador y denominador entre 9, lo que nos d a  yyy, que es la expresión

fraccionaría más simple de n.
Apliquemos el mismo procedimiento, algo modificado, para  obtener 

una fracción equivalente a  0,2734., donde el grupo periódico de digítos 
no empieza inm ediatam ente después del punto decimal. Nuevamente em 
pecemos considerando que la letra n es o tra expresión de 0.2734, entonces 
escribimos
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n = 0.27343434...
Sí ahora multiplicamos por 100, tenemos que

100xn= 100x0.27343434... 
ó 100 xn = 27.34343434....
Con esto hemos obtenido un número, 100X n, en el que empieza el grupo 
periódico de dígitos inm ediatam ente después del punto decimal. Ahora, 
multipliquemos este núm ero po r 102, porque hay dos dígitos en el grupo 
periódico (el periodo), y restando:

10 000 x » =  2734.34 
100 X7t — 27.34

9900 x n  =  2707.
Por tanto,

2707 
n  — 9900'

y a la inversa, podemos dem ostrar con el algoritmo de la división que

^ - 0  2734 
9900

Como último ejemplo, obtengamos una fracción equivalente a 0.567. 
Primero suponemos que hay un núm ero racional, n, tal que

n =  0.567;
entonces tenemos __

10 « =  5.67 
1000rt= 567.67 

1 0 n =  5.67
990n =  562 ,

, , 562de aquí que n =
 ,  562.

Ahora, m ediante el algoritmo de la división comprobamos que 0.567 =  •

0.567
990 ) 562.000 

495 0 
67 00 <- 
59 40

7 600 
6 930

670 <—
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El procedimiento em pleado en los ejemplos anteriores es por completo 
de orden general y puede aplicarse para  obtener una fracción equivalente 
a  cualquier decimal periódico*

G ru p o  de ejercicios 6

1. Obtenga la fracción, si hay alguna, equivalente al num eral decimal, 
completando los pasos en cada uno de los siguientes ejercicios:

a) n =  0.27 b) n = 0 .Í5 8
1 0 0 x n  =  27.27  X n =

x n —  Xtz =

c) 71 =  4.017 d) n = 0.3246
 x n =   x ti=
 X n =  1 0 x n =

íl 71 —

En cada caso obtenga la expresión más simple del núm ero racional 
representado por la fracción.

2. Obtenga la  fracción que sea la más simple expresión del núm ero ra 
cional representado por los siguientes numerales decimales periódicos.

a) 0.Í7 b ) 0.423 c) 3.1265 d) 0.534

3. Compruebe las respuestas del ejercicio 2, en los apartados a y ó, apli
cando el algoritmo de la división.

Numerales decimales periódicos

E n los apartados anteriores vimos que cualquier número racional puede 
expresarse m ediante un decimal finito o m ediante un decimal periódico e 
inversamente, que cualquier decimal finito o periódico representa un nú
mero racional. Entonces tenemos

(tiene fracción 
básica equivalente) =  0.5 (decimal finito)
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1 (no tiene fracción . . .  . .
■=■ , , . . , ,= 0 .3  (decimal periódico)
3 basica equivalente)

Determinemos ahora la fracción que exprese el número racional

n =  0.49.
Tenemos que

por tanto

100 x n = 49.9 
1 0 x n =  4.9

9 0 x n = 4 5

" = ü = r 0 '5-

L a comprobación de este resultado requiere una ligera modificación 
del algoritmo de la división:

0.49 
2 ) LOO 

8_
20 « -  
18 
2

El núm ero expresado por el decimal periódico 0.49 es igual al número 
expresado por el decimal finito 0.5. Aunque esto difícilmente nos sor
prende, cuando pensamos en el punto que corresponde a 0.49 en el eje 
numérico. Dicho punto  debe estar a la derecha del punto que corres
ponda a 0.49 ó 0.499 ó 0.4999 o cualquier núm ero racional m enor que 
0,5; pero, además, no está a la derecha del punto mismo que correspon
de a  0.5.

E n realidad, cualquier num eral decimal finito, o sea, cualquier nu
meral decimal expresado únicamente mediante un núm ero dígito de dígitos 
diferentes de cero, puede considerarse como una clase especial de numeral, 
decimal finito. Entonces tenemos

0.5 =  0.5000 . . .  =0.50, etc.

De acuerdo con esto, todo núm ero racional puede expresarse m ediante 
un num eral decimal periódico. C ada fracción que no es equivalente a una 
fracción básica corresponde a  un decimal periódico, como en

1•= =0.142857, -  =0.6, 
/  ó
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en tanto que cada fracción que es equivalente a  una fracción básica co
rresponde a  dos de ellos, como en

5 =0.1250 =  0.1249O

|  = 0 .60  =  0.59
0

Desde luego, ordinariamente no expresamos una fracción básica como 
num eral decimal periódico.

Entonces, si el conjunto de los numerales decimales periódicos se asocia 
de esta m anera con el conjunto de los números racionales ¿existe algún 
decimal no periódico e infinito? De ser así ¿es un num eral? Digamos 
¿es la expresión de alguna clase de número?

Sí existen expresiones decimales no periódicas, y tam bién reglas p ara  
obtener algunas de ellas. U n  ejemplo de este tipo de expresiones es el 
siguiente:

0 .12112111211112.. ♦ ,
en la que se aum enta un 1 en form a progresiva en cada grupo de num e
rales 1 que siguen después de cada num eral 2. Si hay un  punto en el eje 
numérico que corresponda a  esta expresión, se localizará a  la derecha del 
punto correspondiente a  0.1, a  la derecha del punto  correspondiente a 0.12, 
etc. Pero a la izquierda del pun to  correspondiente a

0.2, ó 0.13, ó 0.122, etc.

Es fundam ental suponer que existe tal punto, y que corresponde a  un 
núm ero que no es un  número racional — puesto que ese núm ero se sim
boliza m ediante un num eral decimal infinito y no periódico. A esta clase 
de números los llamamos números irracionales.

Estamos familiarizados con algunos de estos números. U no  de éstos:

■jt=í 3 .1 4 1 5 9 ,,.,

es la razón de la longitud de la circunferencia de un círculo respecto de su 
diámetro. O tro es

7 2  =  1 .41 4 2 8 ....

E n el cuaderno 6 : Números racionales, aprendimos que el conjunto 
de los números racionales es denso, o sea, que entre dos números racio
nales cualesquiera, diferentes entre sí, siempre existe un  tercer núm ero 
racional y, en consecuencia, un núm ero infinito de números racionales. 
Tam bién el conjunto de los números irracionales es denso en el eje n u 
mérico y, en cierto sentido, hay más números irracionales que racionales.
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Los números racionales y los números irracionales juntos forman el 
sistema de los números re ales > cuya comprensión es fundam ental para  m ane
ja r  el análisis matemático.

¿Por qué estamos interesados en los números que son capaces de expre- 
ser magnitudes físicas con más precisión de ía que sería posible que ob
tuviéramos al medirlas? Es un hecho singular y maravilloso que como 
fundam ento de sus medidas y observaciones relativamente crudas del am 
biente físico* el matemático aplicado y d  científico, frecuentemente cons
truye modelos matemáticos idealizados, los analiza y aplica los resultados 
a ese ambiente en formas que él nunca podría hacerlo y que nunca se le 
ocurriría, fundado sólo en sus observaciones y medidas. Este ha sido un 
ingrediente esencial en gran parte de nuestro progreso científico. Nos 
afecta a  todos porque es parte de nuestra cultura y de nuestra vida diaria. 
Nos h a  dado a  conocer ía energía atómica, ha ayudado a  extinguir enfer
medades y algún d ía  nos ayudará a  v iajar a  la Luna y otros planetas.

R E S P U E S T A S  A  L O S  G R U P O S  D E  E J E R C IC IO S

G ru p o  de ejercidos 1

1. Propiedad conm utativa de la adición.
Propiedad conm utativa de la multiplicación.
Elemento idéntico de la multiplicación.
Elem ento idéntico de la adición.
Propiedad distributiva de la multiplicación con respecto a  la adición.
Propiedad recíproca de los números racionales.
Propiedad asociativa de la adición.

2. a)
6 9 X 6  64 8 . 7 X 8 .5 6
7 9 X 7 ~ 6 3 y 9 " 7 X 9 "63

b)
9 X 6  ,7 X 8 54 ,56
9 X 7  " 7 X 9 ’

tO 63 '6 3

c) 9 x 6 < 7 x 8 , ó 5 4 < 5 6

d) 9 x 6 < 7 x 8

3- a)
3 7 x 3  21 
5 ~ 7 X 6 " 3 5

y 4
7 '

II
X 

X
 

11 20
"35

b)
7 X 3 ^ 5 X 4 21 20
7 X 5  5 x 7 '

ó
3 5 > 35

c) 7 x 3 > 5  x 4 , o 21 > 20

d) 7 x 3 > 5 x 4
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4. 2 x 1 5  =  6 x 5

5 a ) ?< ? - c) J L > ?  • 5 155. a ; 3 < 4  c) u > 7 e)

9 27 dJ 3> 5 f) i3> i7

G ru p a  de ejercicios 2

1. (4,7)-, (9 ,5 ); (3 ,1 ); (0 ,8 ); (5 ,9 ); (3,8).

2 . 1  S  
12 11
5 xll> 4 xl2

12 11 
3 2 3_2+3_5 

7 7 7 7
3 2 3X3 4X2 9 -8  1
4 3 3x4 4x3“  12 “ 12
6 l _ 6 X l _  6
5 7 5x7 35
3 . 5 _3 ll_3xll__33
4 ' 11~4 5 “ 4x 5 20

G ru p o  de ejercicios 3

1. a) {(2,3), (4,6), (6,9), (8,12), (10,15) . . .}
b) {(3,5), (6,10), (9,15), (1230), (15,25) . .

c) (5 10 15 20 25 i

(6’ 12’ 18* 24r 30 m m 4
i

í 4 8 12 ltí 20
0’ 9 , 12' 15 •  ' '1

4+í 3+{, 2+¡, 0 4 + |, 3 + ̂  12’

ü+{, 5+ j, 4+T ' 0 6+é
- 24 

18

7 + - 3’ 6 + í 5+1, 0 7+§, 6 + — 12’

,2
3

b)4§ c) 2̂
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G ru p o  de ejercicios 4

ÍÜ (2 X 10‘) + (1 X 10“) 4- (4 x ¿ ) + (7 X ^ 5)

b )  ( l x l 0 2) +  ( 6 x l O i } +  ( 5 x l O “) +  ( o x í | r )  +  ( ^ 3 x ^  +  ( ^ 6 x I ~ )  

O » X l0 - ,  +  («XlO0 + ( l )CjJr)  +  ( #x ¿ ) + ( « X ¿ ) + ( . x á , )

<¡) ( 8 x ÍÓ ?) +  (.0 >' l o a ) ' t‘ ( 7 x Jó?)

a)

d)

417
1000
8005
1000 

a) 0.169

d) 0.07

b )

e)

3208
1000

1412
100 

b) 0.0205 

e) 10.5

c)

f)

6
100
10,075

a) 2 x 2 X 2 X 5  or 23x5 

c) 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 5  or 25x 5

e) 2 x 2 x 5  or 22x5

1000 
c) 0.024 

f) 0.00019 

b) 2 x  2 X 2 x  2 x  5 or 2* x 5

d) 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 5 x 5  o 
25 X 5*

í) 2 x 5 x 5  or 2 x 5 2

a)
^ _ 6_

2 x 5 2“ 2 x 5 3' ' 2 “ 22x5*“ 100x - =  3 x 2
0 0 6  b >

13 x 125 
10,000

  1625
“ 10,000
=0.1625

c)
9

23 X 5 *  52

e)

9x25  
: 1000

225
1000

=0.225

13 5 _ 65
22x 5  5 “ 100

=0.65

d }  l l x 2 1 = i l

; 52 2* 100
=0.44

f) 120 23 x  3 x 5
Puesto que 120 tiene como facto:

7a  3, ia  fracción ■ no  tiene uní
120

fracción básica equivalente.
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G ru p o  de ejercicios 5

1. a) 6 tiene como factor a  3, c) 3 tiene como factor a 3.

e) 11 tiene como factor a 11.

Si el denominador tiene un  factor diferente de 2 ó 5, y la fracción está
expresada en su form a más simple, la fracción no tiene un numeral
decimal finito equivalente.

2* a.l 0.555 fc) 0.619 0.466
9 \ 5,000 ' 21 r  13.000" 15  ̂ 7,000

45 12 6 eQ
50 40 100
45 21 00

50 190 100
4 5  1 8 9  9 0

10

G ru p o  de ejercicios 6

l a) n =  0.27 b) n =  0.158

100 x n =  27.27" 1000 X n = 158.158

l X n =  0.27 l x n =  0.158

99x n  —27 999xn=158

27 158
” " 9 9  ” "9 9 9

3
° r ” = ñ

c) n =  4.017 d) n =  0.3246

1000 X n  =  4017.017 10,000 X n =  3246.246

l X n =  4.017 10 x n  =  3.246

999 x «=4013 9990 x n =3243

4013 3243
n ~  999 ” "9990

1081
or  n = 3330
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2. a) n =  0.17 í>) n =  0.423
100xn=17.17 1000 x  «=423.423

1 X« = 0.17 1 Xn =  0.423
99x«  =  17 999 x » =423

17 423
72 ” 99 n ~ 999

47or n — 111

c) n =  3.1265 di « =  0.534
1 0 .0 0 0 x n =  31.265.1265 1000 x  « = 534.34

1 x n =  3,1265 1 0 x n =  5.34
9999xn=31262 990xn=529

31262 529
n ~  9999 n ” 990

2842 
“  909

0.17 0.423
3. a) 99 ) 17.06 <- b) 111 ) 47.0 ^

9 9 44 4
710 2 60
6 93 2 22

17 380
333
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h o ja s  so n  d esp ren d ib le s  y  a l  fina l de cad a  ejerci
cio ap a rece  u n a  ta b la  d e  co n co rd an c ia  e n tre  los 
a c ie r to s  y los p o rcen ta je s  co rre sp o n d ie n te s  con 
ob je to  d e  fa c ilita r  el c o n tro l del ap ren d iza je  y 
ca lifica r con  fac ilid ad  y  rap idez.

Texto 272 páginas - R ústica - 15 x  22 cm 
C uaderno de trabajo  - 184 páginas - R ústi
ca - 21 x 27 cm

C óm o p la n te a r  y re so lv e r  
p ro b le m a s  
G. Polyá
H e aq u í un p eq u eñ o  te so ro  p a ra  los m a e s tro s  y 
e s tu d ia n te s  de m a te m á tic a s , p a ra  los aficionados 
y e n  g en e ra l, p a ra  to d o  aq u e l que q u ie ra  sab e r 
cóm o re so lv e r  p rob lem as.
E s  su m a m e n te  in te re s a n te  porqué, ad em ás  del 
a sp ec to  nuevo  q u e  p re s e n ta  d e  la s  m a tem á ticas , 
su  p ro ceso  de invención , com o ciencia ex p erim en 
ta l  e in d u c tiv a , p ro p o rc io n an d o  no  la  so lución  e s
te re o tip a d a  d e  I09 p ro b lem as, sino  los p roced i
m ien to s  o rig in a les  de cóm o se  llegó a su  solución, 
d a  los cam in o s  p a ra  re so lv e r  p rob lem as en  cuan to  
ta le s  y  d isp o n e  lo s  e lem en to s  del p en sam ien to  de 
ta l  m a n e ra  que in s tin tiv a m e n te  ac tú en  cuando  se 
p re se n te  u n  p ro b lem a  p o r  reso lv e r.
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